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Exercice 1
1. La suite (u,) n’est pas géométrique puisque

Upy1  msin(n+1)

Up, (n+1)sinn

n’est pas une constante.

2. Soit (P,) la proposition u,, = Si%". On a

e (P) est vraie puisque #21 =1,
e On a
sinn sin(n + 1) =22 sin(n + 1)
(Pn) = up = :>Un+1:n7+1<£n :>u"+1:n7+1:(P"+1)

donc I'héridité est vérifiée.

3. Soit n € N*. Le nombre 7 est irrationnel donc pour tout entier relatif non nul k£ on a m # 2.
Ainsi
Vk € Z, n # krw

1
N:E(>+1
g

1
n>N—n> -
€

donc sinn # 0.

4. Soit € > 0, posons

alors

donc 1
n>N— —<c¢
n

or |sinn| <1 donc

N> N — | sinn

ainsi
n>N= |u,| <e

ce qui établit que
Ve>0,AINeN, n> N = |u,, — 0| < ¢

il en résulte que limu,, = 0.

5. Par construction de A, la suite (u,) est une suite d’éléments de A. En vertu de la question
précédente, elle converge vers 0. Or la question 3 entraine que 0 ¢ A. Ainsi (u,) est une suite
convergente d’élements de A qui ne converge pas dans A. Par suite, A n’est pas un fermé.



6. Soit a, =sinn et b, = % on a u, = a,b, et

i) La suite (b,,) est positive

ii) La suite (b,,) converge vers 0

i11) La suite (b,) est décroissante

Pour appliquer le théoreme d’Abel et ainsi démontrer la convergence de la série, démontrons que

IM €R, ¥(p,q) ENxN, |3 a,

Pour établir (1), calculons la somme des N premieres termes de (a,,) pour N € N.
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Soit p et ¢ deux entiers naturels. Les cas ¢ < p et p = 0 étant triviaux, on peut supposer ¢ > p > 0
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En posant M = sin%, la proposition (1) est vérifiée. Il en rsulte la convergence de
2
—+o0
D> un
n=1

7. Ona
, sin’n 1
n — 2 S

0 S u -
n n

Or :z % est convergente puisque c’est une série de Riemann avec s = 2 > 1. En vertu du

critere de comparaison, on a la convergence de

—+o0

Z(un)2

n=1

8. Sipest un entier supérieur ou égal & 2, on procede de maniere analogue a la question précédente
b
pour montrer la convergence absolue de la série, en effet p > 2 > 1 donne la converge de la série de
Riemann avec laquelle la série est comparée. La convergence absolue entrainant la convergence
b
on en déduit que

converge.
Si p =1, la question 6 permet de conclure que la série converge.

Si p =0 alors, pour n € N* on a
N

N
() =Y 1=N

n=1 n=1

et limy_, 4o = +00. La série est donc divergente dans ce cas.

On a démontrer que si p € N alors il y a équivalence entre
—+oo

Z(un)p

n=1

converge et p # 0.

Exercice 11

1. L’ensemble A est la réunion de deux intervalles ouverts, c¢’est donc un ouvert. En revanche ce
n’est pas un fermé puisque

RN A=]—o0;—1]U{1}
n’est pas un ouvert, puisqu’il n’est pas voisinage de 1 qui est I'un de ses points.
2. Comme A est un ouvert on a .

A=A
En outre, [—1,4o00[ est un fermé et c’est le plus petit fermé contenant A (puisque | — 1, +o00[ et
[—1,1[U]1, 400 ne sont pas des fermés) ainsi
A=[-1,+00]

Enfin o

0A=ANA={-1;1}



Exercice 111

1. L’ensemble E est représenté ci-dessous

2. Commencons par montrer que

EN1,2] =0
Pour tout entier naturel non nul n on a

1
—€/0,1
~ €0, 1

ainsi pour m € N on a

1
2m + 5 €]2m, 2m + 1]

Il en résulte que
Vm e Z, EN2m+1,2m+2] =0

en particulier pour m =0 on a EN|1,2] = 0.

Soit € > 0 alors
N—el+e[¢ E

en effet

e Sie<lalorsl+5€]l—¢clteletl+SEE

e Sic>1lalors 3 €]ll—c,1+elet2¢FE
Donc E n’est pas voisinage de 1 qui est I'un de ses points. Ainsi E' n’est pas un ouvert.
3. Considérons la suite (uy,)pen~ définie par

1
Vn € N*, u,, = —
n

Cette suite prend ses valeurs dans E et converge vers 0. Or m et n sont des entiers donc mn # —%
ainsi .
2m+ —#0
n

donc 0 € E. 1l en résulte que (u,) est une suite convergente d’élements de E qui ne congerve pas
dans E. Par suite E n’est pas un fermé.

4. Soit x =1 et y = 2. En vertu de la question 2, il n’y a aucun élément de E entre 1 et 2. Donc
FE n’est pas dense dans R.



