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Exercice 1

Considérons I'application f définie sur R par f(z) = z2.

1. Le réel e est un équilibre si et seulement si e = f(e) ce qui équivaut & e = e? ce qui équivaut
ae(le—1) =0 ce qui équivaut & ¢ =0 ou e = 1. Les deux équilibres sont donc 0 et 1.

2. La fonction f est dérivable comme fonction polynomiale. Sa dérivée est f'(x) = 2.
e On a f/(0) =0 donc |f'(0)| < 1 donc 0 est un équilibre stable
e On a f/(1) =2 donc |f'(1)| > 1 donc 1 est un équilibre instable

Exercice 11
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La série Z:iol 7712 converge puisque c’est une série de Riemann avec s = 2 > 1, le critere de
comparaison donne la convergence de
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Remarque : on pouvait aussi utiliser le théoreme d’Abel avec a,, = (—1)" et b, = W}/?H-l

ainsi est absolument convergente et donc convergente.

Exercice I11

1. La fonction ¢ est une somme de fonctions dérivables sur [0;1]. Sa dérivée est
1 1
V)= (1+ )2
Comme x >0onal+ax>1donc (1+2z)%> 1+ x, par suite
1 < 1
14z)?2 " 14z
ainsi ¢’ > 0 donc ) est croissante sur [0; 1]. En outre ¢(0) = 0 donc ¢ > 0 sur [0; 1].

Considérons la fonction 6 définie sur [0;1] par 6(z) = (z) — $22. Cette fonction est dérivable
comme somme de fonctions dérivables.
1 1 2(2

:1—|—a:_(1—|—x)2_m_ (1+x)?
Ainsi 8 < 0 sur [0; 1] donc 6 est décroissante. En outre 8(0) = 0 donc 6 < 0 sur [0; 1].
Il en résulte que Vz € [0;1], 0 < ¢(z) < a2



2. Soit n € N*, on a
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3. Ona
e Le terme général de la série v, est positif

e Le terme général de la série v, est majoré par #
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e Lasérie 5> '~ -5 converge puisque ) =) - est une série de Riemann avec s = 2 > 1.

En vertu du théoreme de comparaison,
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converge.
Exercice IV
1. Ona
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Or limvn+1=+oc et limy/n — 1 = +o0 donc limwu,, = 0.
2. Soit (H,) 'hypothese v, = vn+1++/n— 1.
e (H,) est vraie puisque V2=uv=v2++v1-1.

e Supposons que (H,,) soit vraie alors v, = vn + 1+/n—1alors v, +tp11 = vVn+14+/n—
1++vn+2—+/ndoncv,41 =vVn+2++vn+1—1. donc (Hy41) est vraie.

3. Soit (H,) I'hypothese v,, = > p_; ug
e (H;) est vraie puisque u; = v/2 = v,

. . 1
e Supposons que (H,,) soit vraie alors ZZ:1 u = v, alors ZZ; Uk = Up + Unp+1 = Up41 donc
(H,11) est vraie.

Ainsi v, = Y ;_; ug or limv,, = +oo donc la série diverge.



