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Exercice I

1. Le polynôme r2 − 4r + 4 admet 2 comme racine double. Il existe donc deux réels A et B
indépendants de n tels que

un = A 2n + B n 2n

avec {
A = u0

2A + 2B = u1

ce qui équivaut à {
A = 1
B = 1

2u1 − 1

ainsi

un = 2n

(
1 +

(
1
2
u1 − 1

)
n

)

2. On a lim 2n = +∞ donc (un) tend vers −∞ si et seulement si 1 + ( 1
2u1 − 1)n tend vers −∞

ou vers un réel négatif, c’est le cas si et seulement si 1
2u1 − 1 < 0. Ainsi la condition nécessaire et

suffisante pour que lim un = −∞ est
u1 < 2

Exercice II

On a A = ∅ donc A est un fermé.

Exercice III

1. Remarquons que
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ainsi
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Pour tout ε > 0, notons

y = min
{
−1 +

ε

2
,−1 +

1
4

}

alors y ∈]− 1− ε,−1 + ε[, mais y ∈ A car sinon y ∈ {−1}. Par suite

]− 1− ε,−1 + ε[6⊂ A

par suite A n’est pas un voisinage de −1 qui est l’un de ses points, ce n’est donc pas un ouvert.



2. On a

RrA =]−∞,−1[∪
( ⋃

n∈N∗

]
− 1

n
,− 1

n + 1

[)

qui est une réunion d’intervalles ouverts et donc un ouvert. Ainsi A est un fermé.

3. On a

A∩]−∞, 0[=
{
− 1

n
, n ∈ N∗

}

cet ensemble n’est pas voisinage de −1 pour les mêmes raisons qu’à la question 1, et −1 est l’un
de ses points. L’ensemble A n’est donc pas un ouvert.

4. Soit (un) la suite d́efinie par

un = − 1
n

Cette suite est une suite d’éléments de

A∩]−∞, 0[=
{
− 1

n
, n ∈ N∗

}

elle converge vers 0 6∈ A∩]−∞, 0[. Donc A∩]−∞, 0[ n’est pas un fermé.

Exercice IV

1. Réponse : Non.

Soit A =]0; 1] et B = [1; 2[ alors A et B sont d’intersection non vide et ils ne sont pas ouverts
puisqu’ils ne sont pas voisinage de 1 qui est l’un de leur points. Pourtant

A ∪B =]0; 2[

est un intervalle ouvert, donc un ouvert.

2. Réponse : Non.

Soit A =]1; 3] et B = [0; 2[ alors A et B sont d’intersection non vide et ils ne sont pas ouverts
puisque A n’est pas voisinage de 3 et B n’est pas voisinage de 2. Pourtant

A ∩B =]1; 2[

est un intervalle ouvert, donc un ouvert.


