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Exercice I

Soit A un réel. Posons

N =

{
E

(
4
√

ln(A− 1) + 17
)

si A ≥ 2

E( 4
√

17) = 2 si A < 2

alors

n > N ⇒ n > 4
√

ln(A− 1) + 17 donc
n > N ⇒ n4 > ln(A− 1) + 17 donc
n > N ⇒ n4 − 17 > ln(A− 1) donc
n > N ⇒ exp(n4 − 17) > A− 1 donc
n > N ⇒ 1 + exp(n4 − 17) > A donc
n > N ⇒ un > A

ainsi
∀A ∈ R, ∃N ∈ N, n > N ⇒ nn > A

donc lim un = +∞.

Exercice II

1. En multipliant par l’expression conjuguée, il vient

un =
n2 + 1− n2

√
n2 + 1 + n

=
1√

n2 + 1 + n

or lim
√

n2 + 1 = +∞ et lim n = +∞ donc lim(
√

n2 + 1 + n) = +∞ et par suite lim un = 0.

2. On a
un

αna
=

1
α

1
na(

√
n2 + 1 + n)

=
1
α

1√
n2+2a + n2a + n1+a

Si a = −1 alors
√

n2+2a + n2a =

√
1 +

1
n2

donc lim
√

n2+2a + n2a = 1 et n1+a = 1, ainsi

lim
1√

n2+2a + n2a + n1+a
=

1
2

Soit alors α = 1
2 , on obtient

lim
1
2n

un
= 1

donc
un ∼ 1

2n



3. La suite (un) est positive et équivalente à 1
2n , or la série

+∞∑
n=1

1
n

diverge pusique c’est une série de Riemann avec s = 1 ≤ 1. En vertu du théorème d’équivalence,
la série

+∞∑
n=1

un

diverge.

Exercice III

Soit ε > 0. La suite (un) converge vers l donc

∀ε′ > 0, ∃N1 ∈ N, n > N1 ⇒ |un − l| < ε′

en particulier pour ε′ = ε
2|l′|

∃N1 ∈ N, n > N1 ⇒ |un − l| < ε

2|l′|
La suite (un) est convergente donc elle est bornée, notons A un réel strictement positif tel que
∀n ∈ N, |un| < A.

La suite (vn) converge vers l′ donc

∀ε′ > 0, ∃N2 ∈ N, n > N2 ⇒ |vn − l′| < ε′

en particulier, pour ε′ = ε
2A , il vient

∃N2 ∈ N, n > N2 ⇒ A |vn − l′| < ε

2

or |un| < A donc
∃N2 ∈ N, n > N2 ⇒ |un| |vn − l′| < ε

2
Soit N = max{N1, N2}, alors

n > N ⇒
{

n > N1 ⇒ |l′| |un − l| < ε
2

n > N2 ⇒ |un| |vn − l′| < ε
2

donc
n > N ⇒ |l′| |un − l|+ |un| |vn − l′| < ε

D’autre part

|unvn − ll′| = |unvn − l′un + l′un − ll′|
≤ |un(vn − l′) + l′(un − l)|
≤ |l′| |un − l|+ |un| |vn − l′|

Ainsi
n > N ⇒ |unvn − ll′| < ε

Nous avons ainsi établi que

∀ε > 0, ∃N ∈ N, n > N ⇒ |unvn − ll′| < ε

Donc que lim(unvn) = ll′.


