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Devoir 4

Corrigé

Exercice 1

1. Onam+n > n donc TZL’TTL < m. En outre mn et m + n sont positifs donc ann > 0. Il en
résulte mn
€ [0,m]
m-+n

en conséquences A,, C [0,m].
2. Ona AO = {0}
Pour tout € > 0, |0 —£,0 4+ ¢[¢ A donc Ag n’est pas un ouvert.

On a R~ Ay =] — 00,0[U]0, +00[ qui est une réunion d’intervalles ouverts donc un ouvert, ainsi
Ag est un fermé.

3. L’ensemble A; est représenté ci-dessous
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L’ensemble A5 est représenté ci-dessous
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L’ensemble Aj est représenté ci-dessous
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4. Soit m € N* fixé et (u,,) la suite définie par u,, = . Les termes de (up,) sont dans A,, et

limu, = m ¢ A,, donc m est un point adhérent a A,, qui n’est pas dans A,,. En conséquence,
cet ensemble n’est pas un fermé.

1

5. Comme" m est adhérent a A, sans appartenir a A,,, c’est un point d’accumulation.

Exercice 11

1. Soit m € N*, on a montré dans l'exercice I question 5, que m est un point d’accumulation de
A,,, ainsi
Ve >0, Im —e,m+e[N(Ay ~{m}) #0

Or A, ~ {m} C E~ {m} donc
Ve >0, Im—e,m+e[N(E~{m})#0
donc m est un point d’accumulation de FE.

1La réciproque est fausse : il ne faut pas croire que si = est adhérent & A et appartient & A alors forcément ce
n’est pas un point d’accumulation. Par exemple 2 est adhérent & [0, 2] et est un point d’accumulation.




2. Soit x €] — 00, 0[ alors x n’est pas un point d’accumulation de E. En effet pour e = |z| on a
Jz —e,x +e[N(E N {z}) = 0.

3. Soit z € R* \N. Comme z ¢ N on a d > 0.
a. Soit m < E(z). En vertu de la question 1 de l’exercice I on a A,, C [0,m] donc
A, C [0,E(x)]

or x —d > E(z) donc
J —d,z +d[N[0,E(z)] = 0

et par suite A,,N|z —d,z + d[= 0.

b. Soitm>E(z)+1. Onam—(r—d)>0etm—(x+d) >0

mmfne]x—d,x—i-d[ = x—d<mmfn<m+d
—= (z—d)(m+n)<mn<(z+d)(m+n)
(x —d)(m+n) <mn
— {mn<(a:—|—d)(m—|—n)
(m—(x—d)n>(x—dm
= {(m—(m+d))n<(m+d)m
{n> (I?d)%)
— m—(x—
Mﬁ”fél’lﬁ)
(x —d)m (z+d)m
e ne}m—(z—d)’m—(x—kd)[

L’ensemble

} (@—dm (z+dm

m—(m—d)’m—(m—i—d)[ﬁN

est une partie bornée de N il est donc fini (peut-étre vide). Ainsi A,,N|x — d, z + d[ est fini.

c. Ona ( d)
r+dm
li —_— = d
m—1>r—ri-loom—(.%‘—|—d) T
donc ( 0
r+a)m
dM; e N M _ = d d
par suite
d
WL EN, ms My EEDM oy
m— (z+d)
de méme J
m D™ g
mHJroom—(CC—d)
donc p
IMy €N, m > My = u—(m—d) <d
m— (z —d)
par suite
M N, m> My =DM oy

m— (z—d)



Notons M = max{M;, My} alors

(x —d)m (x+d)m
m—(z—d)  m— (z+d)

m>M=>} [C}m—?d,x+2d[

or |z — 2d,z + 2d[NN = @ donc pour tout m > M

} @—dm (z+dm

m—(x—d)’m—(x—kd)[mN:@

4. 1l resulte de la question précédente que pour tout m > M et pour tout n € N*

mn

e e —d,x+d]
par suite A,,N|x — d, z + d[= 0.
Soit z € Rt U N.
Enjz —d,z+d] = < U Am> Nz —d,z +d[
meN
= U (ApN)z —d,x + d])
meN
= U (AnN)z —d,z + d])
me[E(z),M]

Or [E(z), M] et Ap,N]a —d, x + d[ sont des ensembles finis donc EN|z — d, x + d[ est un ensemble
fini. L’ensemble {|x — y|, y €]z — d,x + d[NE ~ {z}} est fini, il admet un plus petit élément e.
Par suite

et —eg,x+eNE~{z} =0
donc z € E'.
On an >1donc mn > m. Sim > 1 alors mn > n donc 2mn > m + n et donc n’:’fn > % Par
suite J0 — 1,0 + 3[NE = {0} donc 0 est un point isolé. Ainsi 0 ¢ E’
Par suite, R* \ N ¢ E’. 1l résulte de la question 2 que ]0, —co[Z E’ donc E' C N. En vertu de la
question 1, on a £/ = N.

Exercice I11

1. L’ensemble E est inclus dans Q donc Ve > 0, |0 —¢,0 4 ¢[¢ E donc E n’est pas voisinage de
0 qui est I'un de ses points donc E n’est pas ouvert.

2. Soit p € N, alors
p(p+ 1)2 mn

P b+ )+ (p+ 1) m+n

avecm=p(p+1)eNetn=p+1€N*. Onadoncp€EFE.

Par suite N C F.

3. Ona FE Cc Edonc E C E. Ainsi E = E donc E est un fermé.



