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Devoir 3

Corrigé

Exercice 1

1. Soit (uy) et (vy) deux éléments de E, 54,0 €t A € R. On a

QUp4-2 + ﬂun-&-l +yun, = 0 (2)
QUny2 + ﬁvn+1 + YU
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En multipliant (3) par A et en ajoutant (2), il vient
O‘(Un+2 + )‘Un+2) + ﬂ(un-&-l + Avn+1) + 7(“71 + /\Un) =0

ainsi (upn) + A(ny) € Eq g,.4,0- En outre Eq g0 C RN et il est non vide puisqu’il contient la suite
constante égale & 0. L’ensemble E, 5. 0 est un sous-espace vectoriel de RY.

2. Soit (u,) un élément de E, g5, alors
QUpto + Bnt1 +Yun +0 =0 (4)

Si E4.8,4,5 est un espace vectoriel alors 3(uy,) € Eq 4,4,5, ¢'est-a-dire

1 1 1
Q§Un+2 + 5§Un+1 + 'Yiun +6=0

donc
QUpio + Bni1 + YU, +26 =0 (5)

En faisant la différence entre (4) et (5), il vient 6 = 0. Par contraposition : si d # 0 alors E, 4.5
n’est pas un espace vectoriel.

Exercice 11

1. L’equation (1) équivaut &
Bunt1 +yup, =0 (6)

e Si # =0 alors

— Si v =0 alors (6) est toujours satisfaite. On a Eg 0,0 = R".

— Siy # 0 alors (6) équivaut & u, = 0, I'ensemble Ej ¢ 0 est le singleton contenant la
suite identiquement nulle.

e Si G #0 alors (6) est équivalente &

Up+1 = 7u
n+1 — — 5 %n
B

il s’agit d’une suite géomtétrique de raison — %, ainsi

Eo 50 = {(un> |y = (—g) o, o € R}



2. L’equation (1) équivaut a

e Si =0 alors

— Siy =0 alors (6) équivaut & § = 0 ce qui est contraire aux hypothéses. Donc (6) n’est
jamais satisfaite. On a Fy 0,5 = 0.

— Si«y # 0 alors (6) équivaut & yu, +J = 0, 'ensemble Ey o 5 est le singleton contenant
la suite constante égale a —%.

e Si 30 alors (6) est équivalente &

)
Un+1 = _Bun - B
— Siy = —p alors (6) équivaut & u,41 = Uy — %, la suite (u,) est une suite arithmétique
de raison f% ainsi

1)
Eos0 = {(un> o =0~ o € R}

— Siy # —, posons v, = u, + a il vient

Un4+l = Unpt1+a

Posons

alors v, 411 = —2%v,, donc (v,) est une suite géométrique de premier terme ug + a et de
+ B
raison —% donc

par suite

" 1) )
Eops = {<un> | = (g) <u ; m) e R}

Exercice II1
L’équation (1) équivaut &
p Y
Upt2 + —Upy1 + —Up = 0
a a
ce qui équivaut a

Up+1 + éun + lun—l =0
« «



ce qui équivaut a
Upn+1 = ——Up — —Up-—1
@ @

Cette suite est une suite linéaire homogene du second ordre. Appliquons les résultats du cours
2
pour déterminer le terme général de la suite. Le réel A = % est du signe de 3% — ay.

e Si %2 > vy alors

O I e e = TR

e Si 32 = vy alors

Eapqo = {(un) | up = A <26a>n + Bn (Qﬂ)n’ (A,B) € Rz}

«

e Si 32 < vy alors

Ea o = {(un) | up = A (M/;;W) B (64” M) L (A,B) ¢ R2}

2«

Exercice IV

1.

a. La suite (u,) constante égale a k satisfait (1) si et seulement si ak + Bk + vk +d = 0,
c’est-a-dire 5

Ca+ B4y

b. La suite (u,) satisfait (1) si et seulement si

6
a+ B+~

Up = Uy —

avec (v,,) satisfaisant
QUpy2 + Bupyr +yun =0

L’exercice I1I permet d’expliciter le terme général de (v,,). Si 5% > av alors E. 5, est égal a

{(Un) |un:A <ﬁ_ W) + B (ﬁ—’_ W) L’ (A,B) €R2}

Ca+f+ny

Si 32 = oy alors E, g5 est égal &

{(un) | u, = A <£>H+Bn (i)n - %ﬁﬂ (A,B) € R2}

Si 3% < ary alors Eo 84,5 est égal &

{(un) | un:A<ﬁ—i W) B (W M) % ap eRz}

2a oa+B+7y



a. Une suite (u,) arithmétique de raison r satisfait (1) si et seulement si
alug+ (n+2)r)+ Blug+ (n+ 1)r) +vy(ug +nr)+6 =0
si et seulement si
(a+B+v)(ug+nr)+2ar+0r+35=0
si et seulement si
2ar+0r+6 =0
si et seulement si

r(2a+ ) = -6

si et seulement si

¢
 2a+p

Ainsi la suite u,, = fﬁn satisfait (1).

b. On raisonne de maniére analogue & la question 1. La suite (u,,) satisfait (1) si et seulement
si Uy, = vy — Q(f—iﬂ avec (vy,,) satisfaisant

QUpy2 + Bupy1 + Y, =0

L’exercice I1I permet d’expliciter le terme général de (v,,). Si 5% > a~ alors E. 3,5 est égal &

{(unmnA(ﬁ‘ ij‘“”) +B<5+V£‘O‘”> on (A,B)GRQ}

20+ 4

Si 3% = ay alors E, 5,6 est égal &

n n 5
{(un)mn:A(fa) +Bn<2ﬂa> —QQiﬂ, (A,B)E]RQ}

Si 8% < ay alors Eg g6 est égal &

{(un)lun—A(B_i W) +B<ﬁ+i”m_ﬂ2> on (A,B)em?}

2a 20+

a. Une suite (uy,) telle que u,, = Au2 satisfait (1) si et seulement si
aA(n+2)% 4+ BAXn+1)2 + v n* +5=0
si et seulement si
aA(n? +4n+4) +An* +2n+ 1)+ 2 +6 =0

si et seulement si
(@4 B+)An?+ (2a+)A2n+1) +4ar + A+ 6 =0

si et seulement si

da+B)A+d6=0

si et seulement si
20X +0 =0

si et seulement si

)

2c



b. On raisonne de maniere analogue a la question 1. La suite (u,,) satisfait (1) si et seulement
5 2

si u, = v, — 55n° avec (v,) satisfaisant
QUpy2 + Bupgr +yun =0
L’exercice I1I permet d’expliciter le terme général de (vy,). Si 3% > ary alors E, g.~.5 est égal &

{(un)|un:A<ﬂ_ Vij‘”) +B<ﬂ+\/2if_7a7> _in{ (A,B)éRQ}

2a
Si 32 = oy alors E, g5 est égal &

{(un) | u,L=A<2ﬂa>n+Bn (;;)n—;an?, (A,B)6R2}

Si 3?2 < ay alors E, g5 est égal &

{(un) | up = A (ﬁ_z W) +B (W> _ in{ (A, B) ERQ}

2c 2c



