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Devoir 2

Corrigé

Exercice 1
1. La fonction ¢ est une somme de fonctions dérivables sur [0;1]. Sa dérivée est

1 1

V() = l+a (1+2)?

Comme x >0onal+x>1donc (1+x)? > 1+ x, par suite

1 < 1
14z)?2 " 1+=z

ainsi ¢’ > 0 donc v est croissante sur [0;1]. En outre ¥(0) = 0 donc ¢ > 0 sur [0; 1].

Considérons la fonction 6 définie sur [0;1] par 6(z) = () — $22. Cette fonction est dérivable
comme somme de fonctions dérivables.
1 1 2?2+ x)

o' (x)

T 1tz (Q+2? T (Q+ta)?
Ainsi 6" < 0 sur [0;1] donc 6 est décroissante. En outre #(0) = 0 donc 6 < 0 sur [0;1].

Il en résulte
Vo e [0;1], 0 < 4(z) <

2. Soit n € N* on a

Up — Up4+1 =




3. Ona

e Le terme général de la série u,, — u,4+1 est positif

e Le terme général de la série u,, — u,41 est majoré par #
;o 1 +oco 1 . +oco 1 s . _
e Lasérie 5 ) = -5 converge puisque ) = - est une série de Riemann avec s = 2 > 1.

En vertu du théoreme de comparaison,

—+o0

2:(un_'un+ﬂ

n=1

converge.

4. Ona
n n—1
Un = guk_g U
k=2 k=2
n—1 n—1
= guk+1*5 Uk
k=1 k=2

n—1 n—1

= U2+E Uk+1_2 U
k=2 k=2
n—1

= up— Y (up — ups1)

k=2

La question précdente permet d’affirmer que Y ;_; (ur — uj4+1) converge, comme uy est une con-
stante, la suite (u,) converge également.

Exercice 11

1. La fonction ¢y est dérivable sur [k, k + 1] comme somme de fonctions dérivables.

, 11 1
o) = TR
 k(k+1)—2a?
k(k + 1)
B (VEk(k+1) —2)(VE(k+ 1)+ x)
- k(k + 1)22

On a
E<VEkk+1)<kE+1

Ainsi ¢} () > 0 sur [k, \/k(k+1)] et ¢} (z) <0 sur [\/k(k+1),k+ 1]. Donc ¢;, est croissante

sur [k, \/k(k + 1)] et décroissante sur [v/k(k + 1),k + 1]. Comme
er(k) = @Rk +1) =0

on en déduit que @i (x) > 0 pour tout z € [k, k + 1].



2. Soit = € [k, k + 1] alors

1 1
< =
k+1~" x
d’autre part la question précédente donne
1 1 1 1
< = _- 4= _
x_k+(k+1+k>(x k)
Ainsi ) . ) ) )
V. kk+1 <<= —_ —k
v €k k1] k+1_x_k+(k+l k)“ )
Ainsi k+1 k+1 k+1
1 T dx 1 1 1
——dx < =< - — = —k)| d
/k k+ 1 x—/k. :z:‘/k <k+<k+1 ’f)(m )> ’
done 1 1 1 1\1
—— <In(k+1)—-Ink< -4+ — | =((k+1)? - k> -2k
Frq S+l - _k+<kz+1 k>2((+) )
donc
1 <1 k+1 < 1_+ 1 1 1
kvl Uk )Tk 2 \kr1 &
donc

1 <1 E+1 < 1 1 +_1
- <Inl 2= 4 =
k+1~ k T2\k+1 kK

3. Soit n > 2 un entier. L’inégalité précédente est vraie pour tout k£ € N* donc
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k=1 k=1 k=1
donc ) )
| — e 1 1e=1
< n(k+1)—Ink)<=y — 4+ =-N"=
k‘z(n(+) nR) S92 r1Ta g
k=2 = k=1 k=1
donc ) ) )
nl n— n— l'nl 1"7—1
-1 - < nk<=y —4+-N"Z2
+D 5 < (k+1) nk<oY o)
k=1 k=1 k=1 k=2 k=1
donc .
"1 - — 1 11 11 1
-1 <N k) =S mk< 24+ 242N 2 =
T g S =) mk<—g45d pHgd pogn
k=1 k=2 k=1 k=1 k=1
donc
| 1 <1 1
-1 Z<lnn< - - =
+Zk S Tl .
k=1 k=1
donc
| 1 1
S S e
= Zk+n"— 2 o
k=1
donc

Ainsi, lorsque n tend vers +o0o, il vient



Exercice 111
1. Soit f lapplication définie sur [0;1] par
1 2
fl@) =(x) — 2 + a2
2 3
Cette fonction est dérivable comme somme de fonctions dérivables et

1 1 3(3+2
_ L pgogto TB+21)

T 1+ (14 x)2 (1+2)?

f'(=)

donc f est croissante. En outre f(0) = 0 donc f > 0. Ainsi
1
r(3) =0
n

2. Soit n > 2 un entier et k et N deux entiers tels que N > k > n.

Il en résulte I'inégalité a démontrer.

1 1
Vo € kk+1], — < —

ainsi
/k-i-l 1 d - /k+1 dw - /k,‘-‘,—l 1 d
T — —dx
k (:ZC + 1)2 - k 172 - k kQ
donc . . .
< — < — 1
(k—l—l)Q_/,C x2 — k2 (1)
par suite
N—1 1 N—1 /k+1 d
2 2
k=n—1 (k+1) k=n—1"k r
donc
SN
k=n k2 a n—1 2172
donc
Vo o1,
P k2~ N n-1

ainsi, lorsque N tend vers 4oc0 il vient
=1 1
> ket
k2~ n-1
k=n
L’autre partie de 'inégalité se montre de maniere analogue, (1) donne
N k+1 g N 1
>SSy
k=n"k k=n

donc



donc

ainsi, lorsque N tend vers 4oc0 il vient

3. Soit n > 2 un entier et k et N deux entiers tels que N > k > n.

ainsi
k+1 k1 g k+1
dr < - < —d
A (klﬁxTA ﬁ*é B
donc
1 </’“+1 de _ 1
(k+1)3 = J, R
par suite
N-1 1 N1 okl g,
wimy (BH1)7 7, 2 1/k a’
donc
SR
k=n kS a n—1 x3
donc

4. Soit k > 2 un entier, la question 1 donne

1 2< <1
BRE 3B ST U S g

Soit n > 2 et N > n deux entiers alors
N N

A I 1
;ﬁ—IEL%SZ(Uk—Ule)SZ@

k=n k=n



ainsi

11 281 11
PN PN ED B DI
or
N N N N N+1
D (g —upg1) =Y up— Y Ukp1 = Y Up— D Uk =Up —UNt1
k=n k=n k=n k=n k=n-+1

ainsi
1 1 < < 1
. <y, —u -
o 3(n—1)% ML= 9 —1)

Lorsque N tend vers 400, il vient

1 1 1

R PV S
o 3n-12- " T=2mn-1)

5. En prenant n = 5001 on a ﬁ =10"% et % — ﬁ > 0 ainsi |usgor — y| < 107%. Le

calcul de usgp; donne une valeur approchée de v & 10~4 pres. Ce calcul peut se programmer, par
exemple, avec Excel (voir la feuille de calcul disponible en ligne). On a

v~ 0.5773
Cette constante vy est appelée constante d’Euler :

0.57721566490153286060651209008240243104215933593992...

A ce jour, on ne sait pas si vy € Q ou v € Q.



