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Exercice I

1. Leréel e € I est un équilibre de la relation de récurrence si et seulement si
g(e)
g'(e)

Comme g¢' ne s’annule pas sur I, cette équation équivaut & g(e) = 0 avec e € I. Cette derniere
équation a une solution unique «, en conséquence la relation de récurrence a un unique équilibre
a sur I.

e=¢e— eteel

2. Soit f(z) = 2 — 22 Une condition suffisant de stabilité locale est |f'(z)] < 1. Or

9'(z)"
g'()g'(z) — g(x)g"(x) _ g(x)g"(x)

!
=1- =
fz) @) PIGE
on obtient donc la condition suffisante suivante :
g(z)g" (x)
e < @

Cette condition est toujours satisfaire en a puisque g(a) = 0.

ug = a;—b
9(un)

3. Considérons (par exemple)

Unp+4+1 = Up —
La question précédente permet d’affirmer que lim u,, = a.
4. Proposons ’algorithme suivant
o ¢ ofb

g(z)
9'(z)

e Tant que g(z —e)g(z +¢) > 0 faire z + z —
e Rendre le résulat : =

Le test g(x — ¢)g(z + €) > 0 a pour but de poursuivre la recherche de racine jusqu’a ce que g
change de signe dans un invervalle centré en x de rayon €. Comme g est continue, le théoreme des
valeurs intermédiaires permet d’affirmer que g admet une racine « telle que |z — a| < e.



Exercice I1

Considérons ’équation caractéristique
X2-X-2=0

Son discriminant est A = 9 et ses deux racines sont —1 et 2 ainsi il existe deux réels A et B tels
que
up = (—1)"A+2"B

Or ug = 0 et uy = —1 est équivalent 4 A = —B et —A + 2B = —1 ce qui est équivalent & A = %
et B = —3. Par suite
(2

Un =3 3

Exercice 111
1. L’ensemble E n’est pas un voisinage de 1 puisque Ve >0, ]1 —¢,1+ €[ E.
2. L’ensemble E n’est pas un voisinage de 4 puisque 4 ¢ E

3. L’ensemble E n’est pas un ouvert puisque E n’est pas voisinage de 1 qui est 'un de ses
éléments.

4. OnaE~{1} =]1,2[U]3,4[U]4, 5] qui est la réunion de 3 intervalles ouverts qui sont des ouverts.
Ainsi E \ {1} est un ouvert.

Exercice IV

1. Considérons f définie sur R par f(z) = gz(z + 1)(z + 2). Le réel o est un équilibre si et

seulement si a = f(a) ce qui est logiquement équivalent aux lignes suivantes

ala+1)(a+2) = 6a
a(a+1)(a+2)—6) = 0
a(@®+3a—4) = 0
al@®+3a—4) = 0
ala+4)(a—-1) = 0

ce qui équivaut & o € {—4;0;1}.

2. La fonction f est polynomiale et donc dérivable sur R. Sa dérivé est f'(z) = 2% + 2 +

Par suite

Wl

o f'(—4) =13 > 1 donc —4 est un équilibre instable
e f'(0) = % donc |f'(0)| < 1 donc 0 est un équilibre stable

e f'(1) =4 > 1 donc 1 est un équilibre instable



3. Soit P, la proposition u,, > 1
e P, est vraie par hypotheses sur ug

e Supposons P, vraie alors u, +2 > 3 et u, +1 > 2 donc un(up + 1)(uy, + 2) > 6 donc
Up+1 > 1 donc Ppyq est vérifié.

La suite (up)nen est & termes strictements positifs, et

u 1
;—:l = E(U,, +1)(un +2)

Comme up, (tun + 1)(tpn +2) > 6 on a “222 > 1 donc (un)nen est strictement croissante.

4. On trace la droite déquation y = z, une seule des trois courbes intersecte cette droite aux
points d’abcisses —4, 0 et 1 qui sont les équilibres de la relation de récurrence (c.f. question 1).

5. On obtient ug = —3, u; = —1 et uy = 0.




