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CS 103 — Analyse I Semestre 2

Devoir 4

Correction

Exercice 1

1. Soit x € E, il existe une suite (up)pen+ d’éléments de E telle que z = limu,. Il existe

(p,q) € N* x N* tel que u,, = % + q% donc 0 < u,, <2 donc 0 < limu,, < 2 ainsi z € [0;2].

2. Soit € > 0, considérons p et ¢ entiers tels que p > % et g > \/g alors % + q% < €. Par suite
| —&,e[N(E ~ {0}) # 0 donc 0 est point d’accumulation de E.

3. Soit n € N*. Pour tout € > 0, il existe q € N* tel que i <e (par exemple ¢ = E(%) +1).
Ainsi f(n,q) €] —e,L +e[donc ENJL — e, L 4 e[\{1} # @ donc L est point d’accumulation de
E

Exercice 11
1. Soit z € E. Comme z € Im(f), il existe (p,q) € N* x N* tel que = = (p, q).

2. Sip>netqg>/nn+1)aorsp>n+1letqg®>n(n+1) alors%ﬁn%rletq%<

alors f(p,q) < n%_l + ﬁ or m = % - %—H donc f(p,q) < % Nous avons établit
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p>netqg>y/nn+1l) = f(p,q) <
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la contraposée dit que f(p,q) > % entraine p < n ou ¢ < /n(n+1).

3. Soit y € ENJz,2]. Soit m tel que 1 < 1+ L < z (un tel m existe, il suffit de prendre
m = E(ﬁ) + 1). Considérons (p,q) € N* x N* tel que y = f(p,q). Comme y > 1, la question
précédente permet d’affirmer que p < 1 ou ¢ < v/2. Dans le premier cas p = 1, dans le second
q=1.

. Supposonspzlalorsl—i—%<1—|—qi2§2d0nc%<q%glainsiq§E(\/ﬁ)+1.

e Supposons ¢ = 1 alors 14 .- <1+ <2donc - < < lainsip <m+ 1.

Dans les deux cas il existe un nombre fini de couples (p, q) tels que f(p,q) €]x,2] donc EN|x,2]
est un ensemble fini.

4. Soit y € Enjz, 2 [. Soit m tel que £ < 1 4+ L < 4 (un tel m existe, il suffit de prendre
m = E( +—) + 1). Considérons (p, q) € N* x N* tel que y = f(p,q). Comme y > %7 la question 2

permet d’ afﬁrmer que p<mnouq<nn+1).

e Supposons p <n alors p =n en effet p < n — 1 entrainerait
suite y = = + > donc E < < L _ % ainsi ¢ < E(y/m
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nombre ﬁm de couples (p, q) tels que f(p,q) €]z, —2=|.
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) 4+ 1. Dans ce cas il existe un



e Supposons g < y/n(n+1).
Remarquons que q% < ﬁ sinon y > ﬁ Ainsi ¢> > n — 1 donc ¢?> > n et par suite

% — q% > 0. Il en résulte
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D’autre part nous avons % + % < % + q% donc % + % — q% < %, en utilisant (1) il vient
% < % donc p < m. En conséquence, il existe un nombre fini de couples (p,q) tels que

f(p,q) €lz, 2.
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Dans les deux cas il existe un nombre fini de couples (p,q) tels que f(p,q) €]z, =5

[ donc un

nombre fini d’éléments dans BNz, -2 |.

Exercice I11

1. Posons N = n+1 on a alors N € N* ~ {1}. Soit y G]n%‘_l,%[:]%,ﬁ[ Posons a =
min{ly — &|,|ly — w5/} et =y — &, il vient Jy — o, y + o[NE C EN [z, 71| La quesiton 4 de
I'exercice précédent permet d’affirmer que cet ensemble est fini. Il existe donc un élément z qui
est le plus proche de y. Soit € = |y — 2|, il vient |y — €,y + e[NE = @ donc y n’est pas un point
d’accumulation de E. Par suite ]n%ﬂ, L[ ne contient aucun point d’accumulation de E.

2. L’intervalle ]1, 2] ne contient aucun point d’accumulation de E par une démonstration analogue
a la précédente (dans laquelle on utilise la question 3 et non la question 4 de 'exercice IT). Ainsi
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