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Correction

Exercice 1
1. Les points d’équilibre de la relation vérifient ’équation f(z) = z avec f(z) = 2z — 5, c’est-a-
dire

rT=2x—-5
Donc 5 est 'unique point d’équilibre de la relation. On a f'(z) =2Vx € R, et f'(5) =2 > 1,
donc 5 n’est pas un équilibre stable de la relation.

2. Soit « un réel et (vy)ner la suite
Vp = Up — @

on a
Un+1 = Uptl — O
= 2up—-5—«
= 2wp+a)-b—a
= 2up+a-—5
En posant « = 5, la suite (v,) est géométrique de premier terme vy = ug — 5 = —5 et de raison 2.
1l vient v,, = —5 x 2™ donc

U, =5 —5x2"

Exercice I1

1. Une intersection de compacts est compacte car une intersection de fermés (resp. de bornés)
est fermée (resp. bornée).

2. Une réunion finie de compacts est compacte car une réunion finie de fermés (resp. de bornés)
est fermée (resp. bornée).

Une réunion infinie de compacts n’est pas toujours compacte car une réunion infinie de fermés
(resp. de bornés) n’est pas toujours fermée (resp. bornée), par exemple Z qui n’est pas compact
est une réunion de compacts.

Exercice 111
1. Voir figure 1

2. Pourtout e >0ona]2—¢,2+¢[¢ A donc A n’est pas voisinage de 2, par suite A n’est pas
ouvert.

1

3. De la méme maniere A n’est pas voisinage de 1 et des - pour n € N*. Ainsi ]1,2[ est le plus

grand ouvert inclus dans A donc A =]1,2[.
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Figure 1: L’ensemble A

4. Soit u, = L pour n € N*. La suite (u,) est une suite convergente d’éléments de A qui ne
converge pas dans A donc A n’est pas fermé.

5. L’ensemble {0} U A est un fermé puisque son complémentaire est

1 1

] — 00,0[U (UnEN*]n—Ha -

[) U]2, +o0[

qui est ouvert puisque réunion d’intervalles ouverts. Ainsi {0} U A est un fermé et c’est le plus
petit fermé contenant A donc _
A={0}UA

6. 0A=A~A ={0;1;2}

Exercice IV

1. Remarquonsque z & A = x & A..

On a AN]8 — 5,8 + 5[= {4;8} # {8} de méme ANJ4 — 5,4 + 5[# {4} et AN]z — 5,z + 5[# {z}
pour tout z € [0;2]. Ainsi A5 = 0.

De manitre analogue 4; = A 1 = {4;8}.
2. Soit 2 € A1 alors il existe € > 0 (égal & L) tel que ]z — &,z +e[NA = {z} donc z € A*. Ainsi

AL C A

3. PuisqueVn e N*, A1 C A* on a
UnEN*Al c A*

Montrons inclusion réciproque. Soit z € A* alors 3z > 0, Jz—¢,z+e[NA = {z} soit n = E(2)+1
alors € A1 ainsi z € U,en+ A1 par suite z € U,en+A1 donce

A* C UREN* Al

4. Soit z et y dans A1 alors ANz — 1,2 + 1[= {z}. Siz # y alors y &z — 1,2 + L[ donc
ly —al > 7



11 résulte de la question précédente que la distance entre chaque élément de A1 est au moins
. Donc

S| o

1
A% = UmEZ(A% N [mam + ED

Comme A1 N[m,m + %[ contient au plus un élément il existe une injection de A: dans Z donc
A1 est fini ou dénombrable.

"Or A’ =0 donc A = A*, or A* C A C A donc A = A*, par suite
A:UHEN*Al
1
A = Upens Unez (A% n [mam + ED

1
A =Upnmenxz(AL N[m,m+ ED

Comme N* x Z est dénombrable on en déduit et que A1 N [m,m + L[ est fini ou vide, on déduit
que A est fini ou dénombrable. Comme il est infini, ’ensemble A est dénombrable.



