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Devoir 3

correction

Exercice 1

1. Ona
Uni1 11 -1 U,
Up, =1 0 O Up—_1
Up—1 01 0 Up—2
On pose donc
1 1 -1
A=1]11 0 O
01 0

2. Appliquons la méthode de Gauss-Jordan sur la matrice augmentée.

P=| -1 1 0 010
1 1 -1 0 0 1
On a alors
1 1 1 1 00 1 0 0
EP=|0 2 1 1 1 0 avec Fi = 1 1 0
0 0 -2 -1 0 1 -1 0 1
11 0 1/2 0 1/2 1 0 1/2
E;EPP=]0 2 0 1/2 1 1/2 avec Fo = | 0 1 1/2
0 0 1 1/2 0 -1/2 0 0 —-1/2
10 0 1/4 -1/2 1/4 1 -1/2 0
EsEsE\PP=|0 1 0 1/4 1/2 1/4 avec B3 =1 0 1/2 0
0 0 1 1/2 0 -1/2 0 0 1

Le cours d’algebre nous permet de conclure que

1/4 —1/2  1/4
Plt=1|1/4 1/2 1/4
1/2 0 —1/2

c’est-a-dire

pl=—
3. Ona ~ _

AP = 1 11

donc ~ _

P7lAP = 01 1f=J




a. Ona _ -
0 0 O
DN=]0 0 1
| 0 0 0 |
[0 0 0]
ND=|0 0 1
| 0 0 0 ]
donc DN = ND.
b . Soit (H,) I'hypothese
(=)™ 0 0
D" = 01 0
0 0 1
alors
e (H,) est vraie
e Supposons (H,) vraie, alors
(=)™ 0 0
D" = 01 0
0 0 1
donc
(=)™ 0 0 (=)™t 0 0
D" =DD" =D 01 0= 010
0 0 1 0 0 1
donc (H,11) est vraie.
Ainsi on a étblit que
(<D™ 0 0
Vn € N*, D" = 0 1 0
0 0 1
c . Le calcule donne
0 0 O
N2=10 0 0
0 0O
donc pour tout entier n > 2 on a
0 0O 0 0O
N'"=N?N""210 0 0 |N"2=]0 0 0
0 0 O 0 0 O

d. Comme DN = ND on peut appliquer le binéme de Newton, il vient
J"=(D+ N)"=D"+nD""'N 4+ BN?
ol B est une matrice 3 x 3 qu'il n’est pas utile de calculer puisque BN? = 0. Ainsi
J"=(D+ N)"=D" +nD"'N

Or A= PJP!donc A" = PJP~'PJP~'...PJP~!. Comme PP~! = I il vient finalement que
A" = PJ"P~! ce qui donne
A" = P(D" +nD" 'N)P~!



5. 1l s’agit de calculer explicitement D™ +nD" !N puis de faire le produit matriciel avec P et
Pl Ona

(=™t 0 0 —(=1)™ 0 0
Dt = 01 0]|= 010
0 0 1 0 0 1
donc
000
DVIN=]0 0 1
000
ainsi
(- 0 0
D" +nD" IN = 01 n
0 0 1
il vient
(=" =2(=1* (="
(D" 4+nD" *N)P~' = | 1+2n 2 1-2n
2 0 -2
donc

1 (-D)"+2n+3 =2(-1)"4+2 (
A" = P(D" +nD" 'N)P~! = 1 —(=D)"+2n+1  2(-1)"+2 (-1)"—-2n+1
(- +2n—-1 —2(-1)"+2 (

6. Pour tout entier n > 2 on a X,, = A" 2X,. Comme

C
Xo=1|5b
a
et
) (-1)"+2n—1 —2(-1)"+2 (=1)"—2n+3
An_QZZ —(=D)"+2n—-3  2(-1)"+2 (=1)"—2n+3
(-D)"4+2n -5 —=2(-1)"+2 (—1)"—2n+7
il vient
G 43 g)as (3- S0) o (0 -4 g)e
Xo= | (G -5+ a+ (-5+ 5o+ (-5 +2-2)c
—1)" n —1)" —1)" n
(4) _§+% a+ %_(2) >b+(( 2) "’5_%)0

Exercice 11

1. La question 6 de l'exercice I donne

(3o (- o (- 143).

En effet, il suffit de considérer la premiere coordonnée du vecteur X,,.




2. Soit (H,) 'hypothese de récurrence

v (S g)ar (- e (S o)
e = (FE I (35 e (FEE L) e
s = (e () ().

on a

e (H,) est vraie car

w = (+8at(G-Dot(i-De=o
wo= (G- Horli- (-t e
w = (i PorGEpbrG -t Do

e Soit n > 2. Supposons (H,,) alors, en utilisant que w,+1 = Uy + Up—1 — Up—o il vient

i = (S 3 g)ar (3o S pe (S0 g)e
F(FE 8 m k(1 =50) oy (S0 1y n) e
(G -2 a (-G o+ (B -1+ 22) e
= (S g ) as (§ S b (S )
e = (FE g o (3 S (252 ).
donc
o e e e e Rt R D
R e L DL
Qﬁfiw+ng+v%+zzzc
o= (S d-g)er (3-5F) e (S -t )
Uno1 = E‘(;”" +3-m ) at (3T o+ (S5 - h 4 npt) e
donc
o = (2o (= SF (S8 ),
Up, — (fi)”' +%—%)a+ (% (721)">b+ ((*i)" ,%Jr%)c
U1 = 7(21)"+%_n;1>a+(%_7(51)")b+(7(—41)"_i+nT—1>C

ce qui établit (H,q1).

On a donc (H,,) pour tout n > 2. Ainsi, en particulier, on a
(=D 3 n 1 (=" D™ 1 n
Up = ( 1 + 173 a+ 5 5 b+ 1 1 + 5 )¢

3. Regroupons les termes




Pour que la suite (up)nen admette une limite réelle il faut et il suffit que

{ a—2b+c¢=0

a=c
dans ce cas on a
a=b=c

donc u,, = a. La suite est constante, ainsi sa limite est a.
Pour que la suite (uy)nen tende vers +oo il faut et il suffit que ¢ > a.
Pour que la suite (up)nen tende vers —oo il faut et il suffit que ¢ < a.

4. Dans cette question on a

Onnote T = (£ — %) et S=(2+2).
Soit (vn)nen une sous-suite de (un)nen. On suppose que (vy,)nen est convergente, donc

Ve>0, AINeN, n>N=|v, -] <e

Comme T # 0 on peut prendre £ = |Z| alors |v, — | < & ne peut pas étre satisfaite si (—1)¥("™
change de signe. Il est donc nécessaire que ¢(n) soit toujours pair ou impair a partir d’un certain
rang.

Cette condition est suffisante puisqu’alors v,, = T + S ou a v,, — T + S donc la suite est
constante. Sa limite est soit T+ S =a ou =1 + .5 =b.

5. En utilisant le regroupement de termes de la question 3 il vient

c—a a+c—2b
2 2

(=n"

Unp4+1 — Up =
e Sic—a >0 alors

— Si ‘IJFCT_% < 5%, cest-a-dire si a < b alors (uy)nen est croissante.

— Si ”CT_QZ’ < 54, clest-a-dire si a > b alors (u,)nen n'est pas monotone

e Sic—a=0alors

— Si “JFCT_QZ’ = 0, c’est-a-dire si a = b = ¢ alors (uy)nen est constante
— Si ¢te=2b £ 0, ¢'est-a-dire si b # a (un)nen 1'est pas monotone

e Sic—a<0alors

— Si ”CT’% < 43¢, clest-a-dire si ¢ < b alors (u,)nen est décroissante.

— Si ’”“T_% < 945¢, cest-a-dire si ¢ > b alors (uy,)nen n'est pas monotone




