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Correction

Exercice I

Soit x1,...,%, €t y1,...,y, des réels, alors

V(@ +31)2 + (@2 +92)? + -+ (@0 +yn)? < x§+x§+---+x%+\/y%+y§+---+y,%

par exemple

VA3 +(2+32<V1I2+24+/32+3

Cela démontre que
llu + vl < [lull + (o]l

pour u = (1;2) et v = (3;3).

Exercice 11
1. Considérons la fonction f définie de [—1;+oo[ dans R par f(z) = vz +2 — /z + 1. Elle est
dérivable et
_ 1 _ 1 _Vr+l—+z+2
2o +2 2o+l 2z 1Vr+2

comme vz + 1 < v/z + 2 il vient que f'(z) < 0. Donc f est strictement décroissante. Il en résulte
que u, = f(n) définit une suite décroissante.

f'(z)

2. Multiplions par ’expression conjuguée.

1
Up=Vn+2—vn+1=

vVn+2+y/n+1

or lim(v/n + 2+ v/n+ 1) = 400 donc limu,, = 0.
3. Soit (H,) 'hypothese v, = v/n + 1.
e vo =1 don (Hp) est vraie.

e Supposons (H,,) vraie alors

vp =vVn+1
Of Upt1 = Up + Up donc vy =vVn+1+vn+2—+/n+1dot

Upt1 =V (n+1)+1

donc (Hyp41) est établit.

4. Par définition de v, ona vy, = 1+ug+us +---+up—1. et donc ug+us +---+up = vpp1 — 1.
Or limvy,41 — 1 = +oo donc lim(ug + w1 + - -+ + uy) = +00.



Exercice I11
1.

2. Les équilibres sont les réels [ tels que [? = |I|. Comme [? > 0 cela équivaut & I?> = [ c’est-a-dire
al € {0;1}. Les équilibres sont donc 0 et 1.

3. 1 est un équilibre stable puisque les suites issues de conditions initiales dans ]0, 2[ convergent
vers 0. En revanche 0 est un équilibre instable puisque les suites issues de conditions initiales
différentes de 0 ne convergent pas vers 0.

Exercice IV

Premiére méthode : wu,, est la somme des n premiers termes de la suite géométrique de premier
terme 1 et de raison 1. Ainsi

donc limu,, = 2. Comme (u,) converge, elle est de Cauchy.



Deuxiéme méthode :

1 1 1
uq—up| = 2_q+2q——1++2_q
142422 4-.-420°7
< 97

Or1+2+22+--- 4207 =207 _1 donc

2¢—p+1 _q
fug =y <
2¢—p+1
< 97
< 1
S op1
< 1
= 9N-1

In

Soit € > 0. Posons N = E (ﬁ) + 2 et soient p et ¢ tels que ¢ > p > N. Ce qui précéde montre
que |ug — up| < €. Ainsi

Ve>0,INEN, V(p,q) €N, ¢>p>N=|u; —up| <e

donc la suite est de Cauchy

Exercice V

X+Y =28
XY =16
24,2
{m+y =8 — { X =22
xy =4 Y =y
zy >0

Or X+Y =8et XY =16 équivaut & X et Y sont solutions de r2 — 8 + 16 = 0. Ce trindme a 4
comme racine double. Ainxi le systéme équivaut a

X=Y=4
X = 22
Y =92
zy >0
c’est-a-dire &
r=2ouzx=-2
y=2ouy=-—2
zy >0

c'est-a-dire 4 = y = 2 ou z = y = —2. Ainsi 'ensemble des solutions est S = {(—2;—2);(2;2)}.



