Pole Universitaire Léonard de Vinci Année 2000-2001
CS 103 — Analyse I F 01 — Semestre 1

Examen du 9/6/2001

Correction
Exercice I
Intérieur : A =]-1,2[.
En effet A n’est pas voisinage de 2 ni de 3, les autres éléments de | — 1,2[ admettent A

comme voisinage.

Adhérence : A =[-1,2)U {3}.
En effet la suite u,, = 2 — % est une suite d’éléments de A qui converge vers 2. Les éléments
qui ne sont pas dans [—1,2] U {3} sont a distance strictement positive de A et ne peuvent
pas étre dans ’adhfence.

Frontiére : 0A = {-1,2,3}.
En effet 04 = A\ A.

Points isolés et d’accumulation : A* = {3} et A' =[-1,2].
En effet |3 — 1,3 + 1[NA = {3} donc 3 est isolé, d’autre part tous les points de [—1,2] sont
d’accumulation puisque pour tout x dans cet intervalle Ve > 0, ]z — e,z +e[N(AN {z}) # 0.
Comme A*UA' = A et A*N A" =0, on en déduit le résultat annoncé.

Exercice I1

1. Soit e € R. 1l est équilibre de la relation de récurrence si et seulement si e = €2 c’est-a-dire si
et seulement si e(e — 1) = 0. Il y a donc deux équilibres : 0 et 1.

2. Soit f définie sur R par f(z) = 2. On a f’(0) = 0 donc 0 est un équilibre stable. En revanche
1 n’est pas un équilibre stable car la suite issue de toute condition initiale 1 4+ a avec a > 0 tend
vers +o0o. Cela se démontre en prouvant par récurrence que u, > 1+ na. Soit, en effet (H,)
cette hypothese de récurrence, alors (Hp) et (H;) sont vraies. Supposons que (H,,) est vraie alors
Uy > 1+ na donc uppy > (1+na)? =14 2na+n2a® > 1+ (n+ 1)a donc (H,1) est vraie. Ainsi
limu, # 1 donc 1 n’est pas un équilibre stable.

3. Voir figure 1.

Exercice I11

1.

a . Considérons I’équation r? = 3r — %. Elle est équivalente & 6r> — 5r + 1 = 0 qui a deux
racines : 3 et z. Ainsi il existe deux réels a et b tels que up = agzx +bgr. Ora+b=1ug =2 et
5+ % =uy = % La résolution de ce systeéme, d’inconnues a et b donne a = b =1 ainsi

1 1
Up = o— + —

2n - 3n
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Figure 1:



b. Commelim%:0etlim3%l:00nalimun:0.

c . Lasuite (up) est & termes positifs de plus w1 —Un = —Ftin— gn—1 dONC Unp1 —uy < 0,

en conséquence la suite est décroissante

a . A n’est pas ouvert puisqu’il n’est pas voisinage de 2 € A. (remarquons que si c’était le
cas il serait indénombrable).

b . A n’est pas fermé puisque pour tout entier n on a u,, € A et pourtant limwu,, =0 ¢ A.

c . Soit O =]unt1,un—1[ pour tout n € N* et Qq :]%,3[. Comme (uy,) est décroissante on
a u, € Q. De plus u, € Q, lorsque n # m. Ainsi (Q,)nen est un recouvrement de A mais si
on considere (Q,)nes avec J strictement inclus dans N (et a fortiori fini) la famille d’ensemble
() nes ne recouvre plus A.

d . A n’est pas compact en vertu de la question précédente et Borel-Lebesgue. On pouvait
aussi le déduire du fait que A n’est pas fermé.

Exercice IV

1. Soit x € AN B. Comme z € B, il existe (u,) suitre d’éléments de B qui converge vers z.
D’autre part, comme z € A et que A est ouvert, il existe € > 0 tel que |z — e,z +¢[C A. Comme
limu, = z, il existe un rang N tel que n > N entraine |u, — 2| < €. Donc pour n > N on a
un € A. Par suite u, € AN B. Il existe donc une suite d’éléments de A N B (par exepmple la
suite extraite de (uy) des termes dont l'indice est strictement supérieur & N) qui converge vers x.
Doncz € ANB. Ainsi ANBC ANB

2. L’inclusion AN B C AN B n’est pas vraie sans ’hypothese A ouvert comme le montre le
contre-exemple suivant : A =]0,1] et B =]1,2][.

3. 1l suffit de prendre A =]0,2[U]3,4[ et B =]1, 3].



