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Exercice 1

1. Considérons
KC

) = G K =)o)

Nous remarquons que K — C > 0 et C > 0 entraine qu’il n’y a pas de probleme de définition de
la fonction ¢ — z(t) sur R et, a fortiori, pas de probléme de définition sur [0,4+oc[. On a

e z(0) = #CV—C) donc z(0) = C

e La fonction z est dérivable sur [0, +o0o[ comme quotient de fonctions dérivables et on a
KC(K — C)(—=X\) exp(—At)

(C+ (K — C)exp(—At))?
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par suite, la fonction x satisfait bien I’équation différentielle annoncée.

2. Notons 7 € R le taux de reproduction. Pour h > 0, on a z(t + h) = z(t) + Tha(t) ce qui
conduit, apres réorganisation des termes et en faisant tendre h vers 0, a

2’ (t) = Ta(t)

Le taux de reproduction 7 est supposé proportionnel & K —z(t) donc il existe une constante ¢ € R
telle que 7 = ¢(K — xz(t)). On en déduit que

Notons A = cK, on a alors

2/ (t) = Az (t) [1 - fﬂ}({ﬂ

ce qui modélise I’évolution de la masse de poisson en fonction du temps t.
3. En vertu de la question 1, on a

Kxz(0)

(t) = 2(0) + (K — 2(0)) exp(—At)




Notons A = Kz(0) >0, B=K —z(0) > 0 et C = z(0) > 0, on s’interesse a l'allure de la courbe

représentative de z. On a
A

"0 = T Bexw—n)

donc
AB

(C' + Bexp(—At))?

' (t) = A
ainsi, trois cas se présentent.
A>0.0naVt>0,2(t) >0 et lim_,o z(t) = K. Nous sommes dans le cas de la figure 1.
A=0.0naVvt>0,2(t) =0 et z constant égal & C. Nous sommes dans le cas de la figure 2.

A<0.O0OnaVvt>0,2(t) <0 et lim_ o 2(t) = 0. Nous sommes dans le cas de la figure 3.

4. On a établit qu’en absence de péche

x(t+ h) = z(t) + Mha(t) {1 - m}({t)}

On suppose que le prélévement du a la péche est proportionnel a l'intensité de la péche et a la
masse de poissons. Entre ¢ et t 4+ h, le prélévement est hbx(t). Ainsi, en présence de péche

z(t+h) = z(t) + Ahax(t) [1 - K] — bhz(t)

donc
w — A (t) {1 - K] ~ ba(t)

en passant, a la limite, lorsque h tend vers 0, il vient

' (t) = Ax(t) {1 - x[((t)} — bx(t)
ce qui donne
2/ (t) = \x(t) { - "

Pour que la masse z de poisson soit constante, il faut et il suffit que z’(t) = 0 pour tout ¢ > 0.
Cela équivaut a

=0 (1)

5. La péche réalisée est bx(t) or, il résulte de (1) que

K

ainsi la péche réalisée est F'(b) ou
K
F(b) = —7b2 + Kb

Cette fonction est polynomiale donc dérivable deux fois et
K
F'(b) = —2b7 +K

K
F// — _27
(5) = -2



On a F'(b) = 0 équivaut a b = % Comme la dérivée seconde est négative, on est bien en présence
d’un maximum. Le régulateur a donc intéret a imposer une intensité de péche b = %

Imposer b = % dans (1) conduit avoir x constant égal a % La péche doit donc commencer au
moment ol la masse de poisson a atteint cette valeur.

Exercice 11

En préliminaire a notre étude, remarquons que des que deux points du nuage n’ont pas la méme
abcisse, on la moyenne des carrés est différent du carré de la moyenne.
Soit f l'application définie de R x R dans R par

N
fla,b) = (vi —az; —b)*
i=1
On a
P N
a—z(a,b) = —2;%(% —ax; — b)
5 N
D = 23w

Ces deux dérivées partielles s’annulent si et seulement si
—277 4 2ax2 + 26T = 0
{ —2y+2ax+2b=0
si et seulement si
M [ . } =V
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