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Mini-Projet D

Modélisation du traffic routier

Généralités

Synopsis

Dans ce mini-projet vous apprendrez à modéliser le trafic routier sur une autoroute. Vous verrez
comment l’écriture de lois de conservation conduit à une équation aux dérivées partielles qui décrit
le trafic. Vous simulerez ce trafic en adaptant le schéma d’Euler.

Introduction et définitions

On considère une autoroute sur laquelle circulent des automobiles.
On considère v(x0, t0) la vitesse moyenne des automobiles au kilomètre x0 à l’instant t0. On

considère également ρ(x0, t0), la densité d’automobiles au kilomètre x0 à l’instant t0. On notera

j(x, t) = ρ(x, t)v(x, t)

et on appellera j(x0, t0) le flux d’automobiles au kilomètre x0 à l’instant t0.
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On supposera les fonctions ρ, v et j de classe C1, c’est-à-dire, dérivables et de dérivées continues.



Figure Imposée

Obtention d’une équation de conservation

Soit t1 < t2 deux réels positifs représentant des temps et x1 < x2 deux réels représentant des
positions (longitudinales) sur l’autoroute.

1. Calculer le nombre d’automobiles passant au kilomêtre x1 pendant l’intervalle de temps [t1, t2].
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2. Montrer que le nombre d’automobiles dans l’intervalle [x1, x2] pendant l’intervalle de temps
[t1, t2] est ∫ t2

t1

[j(x1, t)− j(x2, t)] dt

3. Expliquer pourquoi
∫ x2

x1

[ρ(x, t2)− ρ(x, t1)] dx =
∫ t2

t1

[j(x1, t)− j(x2, t)] dt

4. En déduire que ∫ t2

t1

∫ x2

x1

[
∂ρ

∂t
(x, t)− ∂j

∂x
(x, t)

]
dx dt = 0

5. Montrer que si F est une fonction continue définie sur R2 telle que pour tout rectangle R ⊂ R2

on a ∫

R

F (X, Y ) dX dY = 0

alors F est identiquement nulle sur R2.

6. Montrer que pour tout x et pour tout t,

∂ρ

∂t
(x, t)− ∂j

∂x
(x, t) = 0

Obtention du modèle

1. La vitesse moyenne des automobiles dépend de la densité de véhicules : les voitures vont
plus vite lorsque le boulevard périphérique est fluide et moins vite lorsque celui-ci est saturé. On
mesure les vitesses v suivantes en fonction de la densité ρ

ρ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
v 80 61 51 43 37 32 28 24 21 18

Donner un modèle affine permettant d’obtenir v en fonction de ρ.



2. Montrer qu’il existe une fonction affine c telle que

∂ρ

∂t
− c(ρ)

∂ρ

∂x
= 0

et donner une expression de c.

Simulation

Sur le Boulevard Périphérique, il y a 12 kilomètres entre la Porte Maillot et la Porte d’Orléans.
Au temps t = 0 la densité de voiture est la suivante :

Kilomètre ρ
0.0 - 5.1 0.2
5.1 - 5.2 0.3
5.2 - 5.3 0.4
5.3 - 6.2 0.45
6.2 - 6.4 0.5
6.4 - 6.8 0.52
6.8 - 6.9 0.5
6.9 - 7.0 0.45
7.0 - 7.1 0.4
7.1 - 11.1 0.35

11.1 - 12.0 0.3

On souhaite prédire le traffic sur le Boulevard Périphérique, entre la Porte Maillot et la Porte
d’Orléans, pour t > 0.

1. Soit h > 0, montrer que

ρ(x, t + h) = ρ(x, t) + hc
∂ρ

∂x
(x, t) + o(h)

2. Montrer que ∂f
∂x (x, t) peut être approximé par

f(x + k, t)− f(x− k, t)
2k

où k > 0 est un réel “petit”.

3. Simuler la densité d’automobiles sur l’autoroute au cours du temps : représenter la densité
en fonction de x ∈ [0, 12] pour t ∈ [0, 60].

4. Simuler la vitesse moyenne des automobiles sur l’autoroute au cours du temps. Réaliser une
animation avec Matlab.

Figure Libre

Dans cette partie, donnez libre cours à votre imagination pour poursuivre l’étude précédente
ou pour améliorer le modèle. Par exemple vous pouvez améliorer le modèle liant la densité
d’automobiles à la vitesse moyenne ou en tenant compte d’entrée et sorties d’automobiles sur
l’autoroute.


