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Mini-Projet A

Modeélisation d’une corde de Guitare

Généralités
Synopsis

Dans ce mini-projet vous modéliserez la vibration d’une corde de guitare. Vous verrez comment la
seconde loi de Newton de la mécanique conduit a une équation aux dérivées partielles qui décrit
la vibration de la corde. Vous simulerez cette vibration.

Introduction et définitions

On considere une corde de guitare, initialement au repos. On considére un repeére orthonormé
(0,1, j) tel qu'une extrémité de la corde ait pour coordonnées (0,0) et 'autre extrémité ait pour
coordonnées (L,0). Le réel strictement positif L représente la longueur de la corde. On pourra
supposer que 'unité est le metre.

La masse de cette corde sera notée y. On pourra supposer que 'unité est le kilogramme.

La corde est tendue avec une force appliquée aux deux extrémités. Cette force, appelée tension,
est réglée lorsque la guitare est accordée et ne varie pas au cours du probleme. On notera T la
tension. On pourra supposer que 'unité est le metre.

Avec un doigt ou un médiator on déforme la corde dans la direction j, la corde prend la forme
de la courbe d’une fonction x — f(x) entre 0 et L. On lache la corde. On appelle ¢t = 0 le temps
auquel on lache cette corde et on note y(x,t) le déplacement de la corde & Pabscisse x, & I'instant
t. Dans le cas d’une guitare, ce déplacement est “petit”.



Figure Imposée
Obtention de I’équation
1. Faire le développement limité, en 0, a ’'ordre 1 des fonctions suivantes :

u — sin(arctan(u))

u +— cos(arctan(u))
Vérifier vos résultats avec Maple.

2. Soit A > 0 un réel “petit” par rapport & L. Considérons la portion de la corde entre ’abscisse
xo et I'abscisse zg + h (le réel h est suffisament petit pour que xzo + h < L).
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Notons a(z) Pangle que forme la corde avec 'axe des abscisses, comme cela est indiqué ci-dessus.
Montrer que «(z) = arctan (%(:m t))
3. Notons Fy(z) la force exercée au point (x,y(z)) résultant de la tension provenant de l'atta-

chement en (0,0) . Montrer que
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4. Notons Fr(z+h) la force résultant de la tension provenant de (L, 0) au point (z+h, y(z+h)).
Calculer Fp(z + h).

5. Le déplacement de la corde étant petit, on considere que %(w,t) est petit. Effectuer le
développement limité de Fy(x) et Fr(xz + h) au premier ordre et montrer que le développement
limité de la résultante des forces Fy(x) et Fp(x + h) sur la corde entre ¢y et xg + h est

0
T (%(xo +h,t) — %(xoﬂf)) ]




6. Réaliser un développement limité de la quantité ci-dessus, par rapport a la variable A, en 0,
a l'ordre 1. Expliquez pourquoi la quantité ci-dessus peut-étre approximée par ce développement
limité.

7. Rappeler en quoi consiste la seconde loi de Newton.
8. Calculer la masse de la corde entre l'abscisse x et l'abcisse « + h. En déduire que
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9. On note c = % Montrer que

Wz, 1) € 0, L] x [0, +00f, 2 — 2Ly —

Vi € [0, L] y(z,0) = f(z)
(1) 0
Va € [0, L] % (,0) =0
Vt € [0, 400] y(0,t) = y(L,t) =0

Ce systeme s’appelle [’équation des ondes.

Recherche de solutions de I’équation

1. Soit w > 0 un réel, on note
k =

d
c
On cherche des solutions de (1) sous la forme
y(x,t) = u(z) cos(wt)

Montrer que

' + k*u =0

u(0) =u(L)=0
2. En déduire que les solutions sont de la forme

. x
up(z) = Ay, sin (mrz) , neN

ou A,, est un nombre réel.

3. Montrer que

4. Déduire de la question 2 des solutions de (1).

5. Déduire de la question précédente que

y(z,0) = +ZOO A, sin (mr%)
n=1

et montrer que le cours de Monsieur He permet de calculer les coefficients A, en fonction de la
fonction f (la forme que le doigt ou le médiator a fait prendre & la corde avant de la lacher).

6. On considére une corde de guitare dont la longueur (en metre) est L = 0.6, la masse (en kg
par metre) est u = 0.003, la tension (en Newton) est N = 840. Le doigt fait prendre a la corde la

forme indiquée par la fonction f définie par f(z) = 555 (sin(mz))?.



a . Calculer les coefficients A,, pour n compris entre 1 et 30.

b . Expliquer pouquoi on peut approximer y(z,0) par
30 .
Z A,, sin (mrz)
n=1

c . Représenter graphiquement la vibration de la corde.

d . Produire le son correspondant.

Figure Libre

Dans cette partie, donnez libre cours & votre imagination pour poursuivre I’étude précédente ou
pour améliorer le modele. Par exemple vous pouvez déterminer la fréquence de la vibration de la
corde, vous pouvez modéliser les amortissements de la corde, etc.



