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Corrigé

Exercice 1

1. Onal+a>1doncl++v1+a>2donc
‘l-l-\/l-i-a
2

>1

il en résulte la divergence de la série géométrique

i" <1+\/21+7a)"

n=0

Par ailleurs 1 — /1 + o < 1 donc

par ailleurs cette quantité étant positive

‘1—\/1—1-@

<1
2

il en résulte la convergence de la série géométrique

)

n=0
2. On considere le polynome caractéristique

2
— - — 0
T T

dont le discriminant est A = 1 + « et les racines sont

1-v1i+a 1+v1it+a

r =————etry;=
! 2 ? 2

Selon le cours, le terme général de la suite (uy,)nen est donné par
Uy, = C177 + Cary
avec (' et Cy deux réels définis par

Ci4+Cy=uyg=0
Cir1 +Carg =u; =1

c’est-a-dire

{ Cy =—-C1

_ 1
Cl - 1+a



c’est-a-dire

La suite (up)nen & pour terme général

1 (1M)H+ 1 <1+m>"

Up = —

Vita 2 Vit+a 2
3. Ona
1+V1i+«
Un+1 = Un+2—fun+l
« 1+vV1+a
= Upt1+ —Up — ———Upt1
4 2
1—V1i+a +a
= —u, —Up,
2 Ty
1—V1i+a« «
= — | Upgp1 + ———F——uy,
2 2(1 -1+ «)
1-V1i+a a(l+vV1+a)
= — |\ Upy1+ Un
2 21— (1+ )]
1—-+vV1+« 1+vV1+a«a
= Unp+1 — Un,
2 2
1—-V1+a«a
= 2 U?’L
de maniere analogue
1—V1+a«
Wntl = Ung2 = —5 Un41
le’ 1—-V1+a
= un+1+zunfiun+1
2
1+vV1+a« le}
= ——F—Upy1+ TUn
2 4
1+vV1+a« a
= ———\Upgt1+ —/——F= Un
2 21+ vV1i+ o)

1+V1+a a(l— 1+ a)

2 (“”“ 21— (L +a)] “)
1+Vita (unﬂ - mu)

2 2

1+vV1+a
STV T P,
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4. Les suites (v )nen et (wy)nen sont des suites géométriques de raisons respectives 121+ V;"‘" et
1+vV14«
=52, 0On a

1-vVital” 1+vVital”
Up =09 | ————— et wy, =wg | ———
2 2
or ug = 0 et u; = 1 donc la définition de vy et wg conduit & vg = wyg = 1 ainsi

. (1—\/14—04)” ot w _(1—1—\/1—&—04)”
" 2 " 2



5. Ona
1-vV1+a«a 1+v1i+a«a
Wp — Up = — 9 Uy, + 9 Up = V1+au,

donc

Up — —

e (o e (24

6. En vertu de la question 1, les séries

5 o S0

2 2

n=0 n=0

sont respectivement convergente et divergente. Il en résulte que les séries

o () n SR (5ET)

le sont également. La somme d’une série convergente et d’une série divergente étant divergente,
on en déduit que 37 u,, diverge.

Exercice 11

Posons n
(-1
vn+n+1

1. Cette suite est alternée puisque pour tout n € N*| u,41u, < 0. Nous avons

Up =

1
unl = T

décroissante puisque son inverse est la somme des suites croissantes n, 1/n et d’une constante. En
outre

lim |u,| =0
En vertu du critére sur les séries alternées, la série associée & (uy,)nen est convergente.

2. Ona

[un| n _

L n+n+1 14

3=

sH -
_|_

qui tend vers 1 donc

1
un| ~ —
n
) +oo 1 A
ces suites sont positives, en vertu du critere d’équivalence Z 21 unl et D007 - sont de méme

nature. Or cette derniere est une série de Riemann divergente (s = 1 < 1). Ainsi Ziﬁ |y, |
diverge donc ZZZ uy, n’est pas absolument convergente.



Exercice 111

Posons
sin(mt)

an = (—=1)" et bn:/o Wt

ELIGORN [0, 1] entraine la positivité de by,.

i) La positivité de
(t+n)2

i1) Soit n un entier naturel non nul, alors pour tout ¢ € [0,1], onat+mn+1>t+ n donc

1 1
(t+n+1)2 = (t4+n)2
Or sin(nt) € [0, 1] donc
sin(mt) < sin(7rt)
(t+n+1)2 ~ (t+n)2

en intégrant entre 0 et 1, il vient b, 41 < b, c’est-a-dire la décroissance de (by,)nen--

i11) On a

1

(t+n) ~ ns
done L sin(mt) ! sin(rt) Uat 1
bn:/ ﬁdtg/ 5—dt < — =3
o (t+n)2 0o nt 0 n:  n?

or lim, 4 % =0et b, >0 donc limb,, = 0.
n2
iv) Pout entiers naturels non nuls p et ¢ > p,

> (="

<1

En vertu du théoreme d’Abel, 372 (~1)"b,, converge.



