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Exercice 1

Remarquons que
2

n—1
un:n(e%—l) :26 5
On a _— 0
lim c - lim —exp(x) — exp(0)
z—0 x x—0 r—0

or limy, 4 % = 0 donc

2
. en —1
lim 5 =1
n—-+o00 =
n

par suite limu,, = 2.

Exercice 11

=exp’(0) = exp(0) = 1

S1 — Année 2006-2007
Promotion ESILV 2011

Soit A € R. Si A < /5 alors posons N = 0 et remarquons que v2n2 +5 > /5 > A est toujours

vrai. Sinon A > /5, posons alors

A2_
N=E< 25>+1

alors,
n > = n> A22_5 donc
n>N = n?2> A22_5 donc
n>N = 2n2>A%2-5 donc
n>N = 2n24+5>A4? donc
n>N = V2n2+5>A

Cela établit que
VAER, AINeN, v2n2+5> A

donc lim v2n2 + 5 = 4-o0.

Exercice I11

Notons [ la limite de (uy,)nen. Pour tout entier n, nous avons

|vr, — 12‘ = |u$L _l2| = |up — 1] |un +1|



Par ailleurs, la définition de la limite donne
Ve’ >0, ANeN, n> N = |u, — | <€ (3)
Lorsque €’ = 1, cela entraine I'existence d’un entier Nj tel que
n>N = |u, -1 <1

ainsi lorsque n > Ny, nous avons —1 < u, — ! < 1 et donc 2l — 1 < u, +1 < 2l + 1. Notons
M = max{|2l + 1|, |2l — 1|}, nous avons alors

n>Ny=|u, +1l| <M

Nous remarquons que M > 0.

oit maintenant € > 0. En vertu de orsque ¢’ = =, il existe un entier Ny € N tel que
Soit int t 0. E tu de (3) 1 ! ]\64'1 ist tier Ny € N tel

€
n>No = fun — 1| < —

Soit alors N = max{Ny, N2}, on a n > N donc |u, + 1| < M et n > Ny donc |u, — | < 57, par
suite .
Uup =1 < M—
o — 1) < M

L’équation (2) entraine
n>N=|v, —1?| <¢

si bien que 'on a établit
Ve>0, INEN, n>N=|v, — I’/ <e

c’est-a-dire la convergence de (v, )nen vers [2.

Exercice IV

1. Montrons que F = Z vérifie (1). Posons d = 1. Soit © € Z et y € Z avec y # z. On a
x—y€Zdonc |z —y| €N, or y#a donc |z —y| #0. Ainsi |y — x| € N* done |y — z| > d.

2. Soit E =R alors
Vd>0, 3z eR, Jye R~ {a}, l[y—=z| >d

d

puisqu'il suffit de prendre y = = + §. Ainsi (1) n’est pas vérifié.

3. La suite (uy,) est convergente, donc elle est de Cauchy, ainsi
Ve>0, INE€N, V(p,q) eN? ¢>p>N = |u, —uy <e

en particulier pour £ = d, il existe un rang N a tel que |uy 1 —un| < d. Oruy € E et uyy1 € E.
Si uny # un+1, en appliquant (1) on a |u, — uny+1| > d ce qui est en contradiction avec
lunt+1 — un| < d. Ainsi uny41 = uy. Par suite (uy,)nen est constante a partir du rang N.



