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Devoir 3

Corrigé

Exercice 1
1. Ona E, C Qet (Q,+, X) est un anneau. Il suffit donc de vérifier que
i) (Ep,+) est un sous-groupe de (Q, +)
i1) Ej est stable par la loi x
i) 1€ Ey
Vérifions le premier point : Réalisons le test du sous-groupe.
0

e L’ensemble Fj, est non vide puisqu’il contient 0 = ;5.

e Soit z et 2’ dans E, alors

I(m,n) €ZxN tq x=-—

A(m/,n')€ZxN t.q 2=
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or mb" —m'b" €Zetn+n' € N, ainsi x — 2’ € Ej.

Cela établit que (Ejp,+) est un groupe.

Vérifions le deuxiéme point : Soit x et 2’ dans Ej, alors

I(m,n) €ZxN t.q. Jc:bﬁn
i
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ormm’ € Z et n+n' €N, ainsi z X 2’ € E}.

Vérifions le troisieme point : Onal= b% € b

Conclusion : (Ejp, +, X) est un anneau.



2. Soitx:%etx’:%. Onaz € Ey, C Eeta € E5 C E. Mais

ot — 1 n 1 5
2 3 6
Supposons % € E alors il existe (m,n,b) € Z x N x P tel que % = 4w alors
o Bm
5

Comme b™ € N, il est nécessaire que n soit un multiple de 5, c’est-a-dire qu’il existe en entier k
tel que m = 5k, ce qui équivaut a
6k = b"

il est nécessaire que 6 divise b", il est alors nécessaire que 6 divise b, c’est-a-dire que 2 et 3 divisent
b, mais alors b n’est pas premier, ce qui est contradictoire avec b € P. Ainsi z + 2’ € E. Par suite
E n’est pas stable par I’addition, ainsi (E,+) n’est pas un groupe, donc (F,+, X) n’est pas un
anneau.

3. On a F C Q puisque les éléments de E sont des quotients d’entiers. En revanche, on ne peut
pas avoir F = Q puisque (Q, 4, X) est un anneau alors que (E, 4+, X) n’en est pas un.

Exercice 11
1. Soit z et y deux réels tels que = < y.

e Supposons 0 < x < y et notons h =y — x. Soit

1

1
alors n > lr;’g donc nlnb > ln% donc b"™ > % donc

Soit m = E(b"z) + 1. On a

donc
m—1 < m
T
En outre
n m—1 1 1
Il résulte des deux propositions précédentes que
< m <

ainsi de € Ej, tel que x < bﬂn <.
e Supposons ¢ < y < 0. La démonstration est analogue a la précédente.
e Supposons z < 0 < y. Comme 0 € F, il existe e dans FEj, tel que z < ;7 < y.

En conséquence, Je € Ej, tel que x < ;7 < y.



2. Comme E est un sur-ensemble d’un ensemble dense (et méme de plusieurs !) il est lui-méme
dense. En effet, soit x et y deux éléments de R tels que x < y alors de € F5 tel que z < e <y. Or
Fy C E donc de € E tel que x <e <y.

Exercice 111

Ona F C Qdonc RNQ Cc R~ E. Comme R\ Q est dense dans R, il en est de méme du
sur-ensemble R \ F.

1. Pour tout £ > 0, 'intervalle | — &, ¢[ contient des éléments de R\ E (en vertu de la densité de
cet ensemble dans R) donc il n’est pas inclus dans E. Il en fesulte que E n’est pas un voisinage
de 0 qui est pourtant un élément de E. Donc F n’est pas voisinage de I'un de ses points, ce n’est
donc pas un ouvert.

2. Soit € E. Pour tout € > 0, U'intervalle |z — ,x + £[ contient des éléments de R \\ E (en
vertu de la densité de cet ensemble dans R) donc il n’est pas inclus dans E. 1l en fesulte que E
n’est pas un voisinage de x. Ainsi F' n’est voisinage d’aucun de ses points.

Exercice IV

Pour tout n € N*, la densité de F dans R donne
:|7T—177T+1|:0E7é®
n n
Soit alors u,, dans cette intersection. On a
i) up € B
i) |u, — 7 < %

Il en résulte que (up)nen+ est une suite d’éléments de E dont la limite est .



