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Devoir 2

corrigé

Exercice 1
1. Considérons f définie sur [1,4oo[ par f(t) = % alors [{" f(t)dt = —L +1 donc ®(f) est défini
et on a

®(f) = lim (1—1> =1

n—-+o0o
2. Considérons f définie sur [1,+oo[ par f(t) = 1 alors [{" f(t)dt =Inn —In1 = Inn ainsi

lim /;L F(t)dt = +o0

n—-+o00
dont ®(f) n’est pas défini.

3. Pour tout entier naturel n non nul, définissons

I, = /1n F(t)t

Sit € [k, k+1] alors f(t) < f(k+1). En integrant entre k et k+1, il vient f,f“ f)dt < f(k+1) =

Up41 Par suite Zz;ll :H ftydt < Zz;ll Up41 ainsi

k=2

Le membre de droite étant convergent, il est majoré par un réel M indépendant de n. Ainsi
I, < M. Par ailleurs

n+1
Inyr — I, = / f(t)dt >0
n

donc (I,) est croissante. Ainsi (I,,) est croissante et majorée, elle est donc convergente. Il en
résulte que f est dans le domaine de définition de ®.

Exercice 11

1. Pour tout entier naturel n non nul, la relation de Chasles donne

n n—1 .k41
/1f(t)dt=; | s 1)

Soit k € [1,n — 1] alors

k+1 B kt1 sin(mt)
/k f(t)dt—/k 7(t+k)%dt



en réalisant le changement de variables u = t + k, il vient
k+1 1
sin(mu + km
[ sar= [T,
k 0 uz
La variable u étant muette, il est possible de la changer en t. En outre, si k est pair alors

sin(mt+k7) = sin(nt) et si k est impair alors sin(rt+kn) = —sin(nt+(k—1)7+m) = sin(nt+7) =
sin(rt). Ainsi sin(nt + krr) = (—1)*sin(¢r), d’ott

k+1 1 .
/ f(t)dt = (—1)’</ Sin(rt) o
k 0o (t+k)2
11 résulte de (1) que

n—1

! Nk [ sinGrt)
[f(t)dt—;( 1) /0 el

2. Soit k un entier naturel n non nul, alors pour tout ¢ € [0,1],on at+k+ 1 >t + k donc

1 1
3 é 3
(t+k+1)2 — (t+k)>
Or sin(nt) € [0, 1] donc
sin(mt) sin(mt)

(t+k+1)2 ~ (t+k)3
en intégrant entre 0 et 1, il vient vgy; < v, c’est-a-dire la décroissance de (vg)ren+. Par ailleurs

la positivité de % sur [0, 1] entraine la positivité de vy. Enfin,
t+k)2

1 1

3

t+k)z  k

/1 sin(7t) /1 sin(mt) boat 1
k= 7 < 7 < T3 — 73
o (t+k)z o k2 o kz k=2
1

or limg_ 4o 7= 0 et vp > 0 donc limvg, = 0. En conclusion, (vg)ren+ est une suite positive,

(S

on a

décroissante et convergente vers 0.

3. Soit n un entier naturel non nul et

™ sin(7t)
I, = ——2=dt
/1 t\/f
n—1

En vertu de la question précédente, I,, = Y —; (—1)kv; avec
i) vp >0

i1) (vg)gen+ est décroissante

ii1) limwv, =0

iv) Pout entiers naturels non nuls p et ¢ > p,

En vertu du théoréme d’Abel, sz(—l)kvk converge, donc (I, )nen+ converge. Ainsi f est dans
le domaine de définition de ®



