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Devoir 1

corrigé

Exercice 1
1. Notons [ la limite de (uy,)nen. Pour tout entier n, nous avons
[on = 1] = |up, = ] = Jun — 1 [un + 1] (2)
Par ailleurs, la définition de la limite donne
Ve’ >0, ANeN, n> N = |u, — | <€ (3)
Lorsque €’ = 1, cela entraine I'existence d’un entier Nj tel que
n>N = |u, -1 <1

ainsi lorsque n > Ny, nous avons —1 < u, — ! < 1 et donc 2l — 1 < u, +1 < 2l + 1. Notons
M = max{|2l + 1|, |2l — 1|}, nous avons alors

n>Ny = |u, +1l| <M

Nous remarquons que M > 0.

Soit maintenant € > 0. En vertu de (3) lorsque &’ = 47, il existe un entier Ny € N tel que
€

n2N2:>|un—l\<M

Soit alors N = max{Ny, N2}, on a n > Ny donc |u, + | < M et n > N, donc |u, — | < 57, par
suite .
n+H||un =1 < M—
[ + 1f|u | < 7

L’équation (2) entraine
n>N=|v,—1?<e

si bien que 'on a établit
Ve>0,INEN, n >N =|v, — I’/ <¢
c’est-a-dire la convergence de (v, )nen vers 2.

2. La convergence de (v,)nen n'entraine pas la convergence de (uy)nen, comme le montre le
contre-exemple suivant :
u, = (=1)"

La suite (u,)nen ne converge pas mais son carré est la suite constante égale a 1, qui converge.



3. Soit L = limw,.
e Supposons L = 0. Soit € > 0. Comme (v, )nen converge vers 0, on a
Ve' >0, ANeN, n> N = |v,| <€
en particulier lorsque ¢’ = £2, il existe un rang N € N tel que
n>N=u? <¢?
Or u,, et € sont des quantités positives. Par suite
n>N=u, <c¢
si bien que 'on a établit
Ve>0, ANEN, n> N = |u,| <e
c’est-a-dire la convergence de (up)nen vers 0.
e Supposons L > 0. Notons I = /L, on a [ > 0. Par hypothéses, pour tout n € N, on a
U, > 0, donc u,, +1 > 1> 0 donc . .
Jun+1] =1
Soit € > 0, comme (v, )pen converge vers L, on a
Ve’ >0, INeN, n>N = |v, — L] <¢
ainsi, en utilisant (2) et en posant & = lg, il existe un rang N € N tel que

n>N=|u, —I||u, +1] <le

par suite
n>N=|u, -l <e¢

si bien que 'on a établit

Ve>0, ANeN, n>N=|u, — | <e

c¢’est-a-dire la convergence de (uy,)ney vers | = /L.

Exercice 11

1. Soit € > 0. La convergence de (a2 + b2),en vers 31? donne existence d’'un rang Ny € N tel
que
€
n>N; é|ai+bi—3lz| < 5

La convergence de (anby)nen vers %ZQ donne l'existence d’un rang No € N tel que

% <

N

1
n> Ny = anbn—§

ce qui donne
n> Ny = |2a,b, — 12| < %



Soit N = max{Ny, Ny} alors

n> Ny = a2 +b2 — 3% < §
HZN:>{ n > Ny = [2a,b, — I?|e
ainsi
n> N =|a2 + b2 — 3% + |2a,b, — I*| < ¢
or
|(a2 + b2 — 31) + (2anb, — 1?)| < |a2 + b2 — 312| + |anb, — 1%
donc

n> N = |a2 + b2 + 2a,b, — 41| < ¢

si bien que 'on a établit
Ve >0, INEN, n> N = |a2 + b2 + 2a,b, — 4% < ¢
cést-a-dire (1).
2. Ona (a, +b,)? = a2 + b2 + 2a,b,, la question précédente permet d’écrire
Ve >0, AINEN, n> N = |(a, +b,)? — (20)*| < ¢

ainsi (a, + bp)2 oy converge vers (20)%. Comme (a, + bp)nen est une suite positive, Pexercice I
permet d’affirmer que lim(a, + b,) = 2|I|.

3. On alim(a, + by) = 2|l| et lim(a, — b,) =1. Or
1
an = 5[(‘% +bn) + (an — by)]
1
by, = 5[(“71 +bn) — (an — by)]

ainsi lima, = |I| + 31 et limb, = |I| — Il. 11 s’en suit que lim(a,b,) = (|I| +1/2)(|I] — 1/2) =
I]> — 212 = 212, ainsi

3 1
S12=p?
4 2
d’on I2 = 0, ainsi
=0
et
lima, =0

limb, =0



