Pole Universitaire Léonard de Vinci S5 — Année 2007-2008
ESI CS 2505 — Introduction a I'optimisation Promotion ESILV 2010

Interrogation du 28/10/2007

Corrigé

Exercice 1

1. Le gradient de f en (z,y) est donné par

_ 22+ 2zy +y? +y
V(@)= ( 3y? + 4y + 2 + 2zy + o

Ainsi f admet un point critique en (z,y) si et seulement si

20(1+y)+yly+1)=0
3yl +dy+ 2+ 22y +x=0

ce qui équivaut a

2z +y)(1+y) =0
3y +4y+ 22+ 22y +x=0

ce qui équivaut a
y=—-2zouy=—1
3y +4y + 22 +2xy+ 1 =0

ce qui équivaut a

y:—2x ou y:—l
32+ 4y + 2?4+ 22y +x=0 3y +4y+ a2+ 22y +x=0

y=—2 y=—1
{93@2—737:0 ou {$2—$—1:0

ce qui équivaut a

ce qui équivaut a

ce qui équivaut a

2. La matrice hessienne de f en (z,y) est

_ 242y 2z +2y+1
Hf(w,y) = ( 2042y +1 2z +6y+4

La matrice hessienne en (0,0) est

Hf(o,0)=<f i)



dont le determinant vaut 7, ce qui est positif. La fonction f admet un extremum en (0,0). En
outre, la trace de cette matrice vaut 6, ce qui est positif. La fonction f admet un minimum en

(0,0).
7 14 1
10 T R 10 5
9° 9 9\ 5 34
dont le determinant vaut % qui est positif. La fonction f admet un extremum en (%, —%4). En
outre, la trace de cette matrice vaut 749—4 < 0, ce qui est négatif. La fonction f admet un maximum

en (I,—11).

Hf(T/gv‘l):(—Oﬁ %)

dont le determinant vaut —5, ce qui est négatif. La fonction f admet un point-selle en (17‘/5, —1) .

w(2550)- (5 i)

dont le determinant vaut —5 qui est négatif. La fonction f admet un point-selle en (_14.\/57 —1).

(@ 5) Hf<1_2‘/5,—1> (5)=0

2v5aB + (—1+V5)3* =0

3. Soit (o, 8) € R%

équivaut a

ce qui équivaut a

_ _ 25
8=0 ou ﬁ_l—\/g

Ce qui correspond aux équations des lignes séparatrices de col dans un repere local centré au point
selle que 'on étudie. On approxime le coefficient directeur par —3.6. Cela conduit aux lignes
séparatrices de col (et subséquement aux courbes de niveaux) représentées ci-dessous.
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Exercice 11
1. L’équation
(a B) HF (z0,10) ( 3 ) =0

équivaut a

0% f 0% f 0% f 9
922 (0, y0)a” + 28 oy (z0,yo)aB + 87y2($07y0)5 =0
Comme g%(:co, yo) # 0, I'équation précédente équivaut a
*f ( *f
anyO) (33(),2/0)
IR LULD PP LD
W(»’Cmyo) W(CEO, Yo)
2. Le trinéme considéré a pour discriminant
A Bway (w0, 90) ﬂﬁo,yo)
3;82 (w0, y0) ax2 (z0,%0)
2 2 2
4(319y(3¢07yo - 3 96072/0)0*"(560&0)

(gif (3007y0))2
—4det Hf (zo, y0)
(%(ffo,yo)f

Or f admet un point-selle en (xg,y0) donc det Hf (zg,y0) < 0 donc A > 0. Ainsi I’équation
considérée admet deux racines réelles distinctes.

3. Notons X et u les racines trouvées a la question précédente. On a

2
_ 310y (z0,y0)

)\ =
+ K ‘f(%yyo)
f(ﬂﬂo Yo)
A = o
K o)

ainsi (a — AB)(a + AB) = 0 équivaut a
o — (A4 p)aB + apB?

ce qui équivaut a

o2 22
9 Bwafy (330, yo) ayf (5607 yo)
W('r(%yo) o2 (I()ayo)

En vertu de la question 1, cela équivaut a

(o B) Hf (x0,90) ( g )_0

Ainsi 8 = Aa et § = Ay sont les équations des lignes séparatrices de col dans un repere local
centré en (xg, o). Les valeurs de X et p se calculent comme suite & la quesiton précédente :

2

o)
N o= axafy(x()ay()) _ —det Hf(l‘o,yo)
= 57
871:]20(‘%'07 Yo) ng (o, Z/o)‘
52
n o= - Bxafy (Z‘o, Z/o) —det Hf(‘rOa yO)

2
%(Iovyo)

2
%(Cﬁmyo)‘



