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Exercice 1

1. La fonction f est dérivable comme fonction polynomiale et sa dérivée est f'(z) = 2(1 — 2x).
On en déduit que f est croissante sur [0, ] et décroissante sur [4,1]. Par suite, sur I'intervalle
[0, 1], la fonction f admet comme minimum f(0) = f(1) = 0 et comme maximum f(1) = 1. Ainsi
pour tout z € [0,1] on a f(x) € [0, 1], c’est-a-dire f(]0,1]) C [0,1].

2. Notons (H,) 'hypothese w,, € [0,1]. Montrons cette hypothese par récurrence
e Par hypothese ug € [0, 1] donc (Hg) est vérifiée.

e Supposons (H,) vraie alors u, € [0, 1], en vertu de la question précédente

Up+1 = f(un) € [O’ 1]
donc (Hy+1) est vérifiée.
On a donc (uy,,) minorée par 0 et majorée par 1.

3. Le réel x est un équilibre de (1) si et seulement si f(z) = z, c’est-a-dire
z(1—-2z)=0

ce qui équivaut a
1
r=0o0ux=—
2

ainsi les équilibres de (1) sont 2 =0 et z = 1.

4. Ona|f’(0)] =2 > 1 donc 0 est un équilibre instable (répulsif) et |f'(3)] =0 < 1 donc 3 est
un équilibre stable (attractif).

5. Ona

Siu, < i alors

1 N 1 >0
Z -
2 n —_ 4 -
par suite w41 —up >0 donc (un) est croissante tant que u,, < %.

Si (uy,) est majorée par % alors elle est convergente et sa limite appartient a Jug, %[ ce qui est

impossible puisqu’il n’y a pas d’équilibre dans cet intervalle. Ainsi, il existe N € N tel que uy > i.

Ona |f/(z)| < 1siet seulement siz € I out ] =]1, 2[. Remarquons que 3 est dans cet intervalle,

c’est un équilibre stable. Le bassin d’attraction de % est 'intervalle I, or il existe N € N tel que
uy € I, donc limu, = 1.



Exercice 11
1. Pour tout € > 0,
—1—56]—1—5,1+5[et —1—E¢E
2 2
donc ] —1—¢,1+4¢[not N E, ainsi F n’est pas un voisinage de —1.

2. Ona
0-1,0+1[C E

10.99 — 0.01,0.99 + 0.01[C F

ainsi F est un voisinage de 0 et de 0.99.

3. L’ensemble F n’est pas voisinage de —1 qui est pourtant 'un de ses points, ce n’est donc pas
un ouvert.

4. L’ensemble F' n’est pas un voisinage de —2 puisque —2 ¢ F.

5. Soit # € F, notons dy = |z —(=2)] =2+2 > 0et do = |z —2| =2—2x > 0, posons
¢ = min{d;,ds} alors

r+e<zx+dy <2
T—e>x—dy > —2

donc |z — e,z + [C F donc F est un voisinage de z. Par suite F' est voisinage de chacun de ses
points, c’est donc un ouvert.

6. Ona FE C Fdonc FUF = F qui est un ouvert.
7. Ona E C F donc ENF = E qui n’est pas un ouvert.

8. OnaFE~ F=10. Cest un ouvert.

Exercice II1

1. Soit n le nombre de voisinages considérés, notons Vi, ...,V, ces voisinages. Pour tout i €
[1,n], il existe ; > 0 tel que |z — &;, & + £;[C V;. Soit € = min{ey,...,e,} alors

i) e>0
i) lx —e,x+e[CcVin...NV,
donc Vi N...NV, est donc un voisinage de x.

2. La proposition précédente est fausse si on enleéve le mot “finie”, considérons par exemple pour
tout n € N* ’ensemble V,, =] — 1 l[. Soit W = Npen+Vy. On a 0 € W, supposons 'existence de

n’n

a # 0 dans W alors pour n = E(Wl‘) +1,0nala| > < donc a ¢V, donc a ¢ W. 1l en résulte que
W = {0}, ce n’est pas un voisinage de 0. Pourtant Vn € N*, on a V;, voisinage de 0.



