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Corrigé

Exercice I

Si a = 0 alors pour tout entier n on a un = 0 donc lim un = 0. Supposons a 6= 0 alors

un =
an2

n2 + 1

sin
(

a
n2+1

)

a
n2+1

Soit X = a
n2+1 , on a limn→+∞ 1

n2+1 = 0 et limX→0
sin X

X = sin′(0) = cos(0) = 1 donc

lim
sin

(
a

n2+1

)

a
n2+1

= 1

En outre, lim an2

n2+1 = a (limite du quotient des termes de plus haut degrés), donc limun = a.

Conclusion : pour tout a ∈ R, lim un = a.

Exercice II

Soit ε > 0, posons N = max{E(exp(2/ε))− 1, 0},

on a n ≥ N ⇒ n ≥ exp
(

2
ε

)− 2

donc n ≥ N ⇒ n + 2 ≥ exp
(

2
ε

)

donc n ≥ N ⇒ ln(n + 2) ≥ 2
ε

donc n ≥ N ⇒ 1
ln(n+2) ≤ ε

2

donc n ≥ N ⇒
∣∣∣ 2
ln(n+2)

∣∣∣ ≤ ε

donc n ≥ N ⇒ |un + 1| ≤ ε

Ainsi
∀ε > 0, ∃N ∈ N, n ≥ N ⇒ |un − (−1)| ≤ ε

donc lim un = −1.

Exercice III

1. On a
Πi

j=0uj = u0 . . . ui

donc
n∑

i=0

1
Πi

j=0uj
=

1
u0

+
1

u0u1
+

1
u0u1u2

+ · · ·+ 1
u0u1u2 . . . un



2. On a
vn =

1
2

+
1
22

+
1
23

+ · · ·+ 1
2n+1

Il s’agit de la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison 1
2 et de premier

terme 1
2 . On a

vn =
1
2

1− (
1
2

)n+1

1− 1
2

= 1− 1
2n+1

ce qui donne le résultat voulu.

3. On a
vn+1 − vn =

1
u0u1 . . . un+1

> 0

donc (vn)n∈N est strictement croissante.

Soit k ∈ J0, nK. Pour tout i ∈ J0, kK, on a ui ≥ 2 donc u0u1 . . . uk ≥ 2k+1, ainsi

∀k ∈ J0, nK, 1
u0u1 . . . uk

≤ 1
2k+1

ainsi
vn ≤ 1

2
+

1
22

+
1
23

+ · · ·+ 1
2n+1

en raisonnant comme à la question 2, il vient

vn ≤ 1− 1
2n+1

par suite vn < 1. La suite (vn)n∈N est donc majorée.

La suite (vn)n∈N, image de (un)n∈N par φ est croissante et majorée, elle est donc convergente. On
a vn ≤ 1 pour tout entier n donc

lim vn ≤ 1

En outre (vn)n∈N est strictement croissante donc vn > v0 = 1
u0

, donc lim vn ≥ 1
u0

ainsi

lim vn > 0

On en déduit que (vn)n∈N converge et que

lim vn ∈]0, 1]


