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Exercice I

Soit (G, +) un sous-groupe de (R, +) et A = G∩]0, +∞[. Montrer que soit A admet un plus petit
élément, soit 0 ∈ A.

Exercice II

Soit (G, +) un sous-groupe de (R, +).

1. Montrer que si G∩]0, +∞[ admet un plus petit élément α alors

G = {kα, k ∈ Z}

On dit dans ce cas que G est monogène.

2. Montrer que si G∩]0, +∞[ n’admet pas de plus petit élément alors ∀ε > 0 il existe un élément
de G dans ]0, ε[.

3. Montrer que G est soit monogène soit dense dans R.

Exercice III

Soit a ∈ R et
G = {am + n, (m,n) ∈ Z× Z}

1. Montrer que (G, +) est un groupe.

2. Soit a ∈ Q, montrer que G est monogène.

3. Soit a ∈ RrQ, montrer que G est dense dans R.

Exercice IV

Soit
E = {sin(n), n ∈ Z}

1. Déduire de ce qui précède que E = [−1; 1]

2. Déterminer E
◦
.

3. Déterminer ∂E, E∗ et E′.


