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Il s’agit de la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison % et de premier

terme % On a

O
Un = 5? T on+l
ce qui donne le résultat voulu.
2. Ona 1
Upgl — Up = — >0

UoUQ - - - Up+1

donc (vy,)nen est strictement croissante.

3. Soit k € [0,n]. Pour tout i € [0, k], on a u; > 2 donc upus .

1 1
vk € [0
GH ,TLH, ugly ... ugp 2k t1
ainsi
<1 1 1 1
Un_§+272+273+.”+ﬁ

en raisonnant comme a la question 1, il vient

1
UTLS].*W

par suite v,, < 1. La suite (v,)nen est donc majorée.

Coug > 2R ainsi

4. La suite (vp)nen, image de (un)nen par ¢ est croissante et majorée, elle est donc convergente.

On a v, <1 pour tout entier n donc
limv, <1

1

En outre (v, )nen est strictement croissante donc v, > vy = uio, donc limwv,, > o ainsi

limwv,, >0
On en déduit que (v, )nen converge et que
lim v, €]0,1]

L’application 1 est donc bien définie.



Exercice 11

1. Démontrons (H,) par récurrence.
Initialisation.

Premiére assertion. On a x €]0,1] donc % > 1 ainsi E (%) > 1 donc

1

ce qui établit la premiere assertion de (Hy).

< E(%)+ 1, ce qui

Deuxiéme assertion. Par définition de la partie entiere, E(1) < 1

implique les quatre lignes suivantes :

ug—1 < % < ug
o < z < uol—l
< z-g < - a
0 < o-% < T

ce qui établit la deuxiéme assertion de (Hy). Cela conclu la démonstration de (Ho).
Hérédité.

Premiére assertion. Supposons (H,,) vraie, alors

1 1 1
O<a—(—+—+--+ <
uy  UglUy UQUT - . . U, woU - - Up(—1 + uy)

ce qui implique les quatre lignes suivantes

0 < ZUUp...Up — UL ... U, — -+ — U, — 1 < 71<1HL
1
TUQUL - Uy, — UT.aly — o0 — Up — 1 2 -1 + un
1
(xuoul.“un — UL Uy — o — Up — 1) Z E<u”) -1
( L ) > 1
TUQUL - Uy — UL.eUpy — =+ — Up — 1 —

ce qui établit la premiere assertion de (Hy41).

Deuxiéme assertion. Par définition de la partie entiére on a E(a) < a < E(a) + 1, en
particulier pour a = 1/(zuguitg ... Uy — Ugls ... Uy — Ug ... Uy, — -+ — 1), cela implique les six
lignes suivantes

1

Upyr —1 < TUQUIUL... Uy — ULUZ...Up — U...Up — -+ — 1 < Untl
1 1
T < TUQULUS . . . Uy ULUSY . . . Up, UD ... Uy 1 < -
Un 41
1 < TUOULUZ « « . Upt] — UTUL ... Upgl — *°° — Uptl < e
1
0 < TUQUIU2 « . . Upt1 — ULU2 ... Upgpl — *°° — Uptl — 1 < ” 1
n+1
-1 ... _ 1 < 1
0 < UoUTUL - - - Up41 (x T uoul...unH) S R
S (05 ETES I S < L
0 < z (uo + UQUL + + uoul...u",+1) = woU1...Ung1(Uny1—1)

ce qui établit la deuxiéme assertion de (H,+1). Cela conclu la démonstration de (H,41).



2. Soit z €]0, 1]. Considérons la suite u = (uy,)neny définie a la question précédente.

Démontrons que u € A. Par construction, pour tout entier naturel n on a u,, € N. En vertu
de la question précédente on a également ug > 2. Il reste & démontrer la croissance de u. Soit
n € N, la deuxieéme assertion de (H,,) donne

1 1 1 1 1
T — i e <
Uy  UoUq UQULUS « .. Uy, )~ UgULULS - . . Uy —1 + Uy,

ce qui implique les cinq lignes suivantes

TUQULUY .. . Up — ULUQ ... Up — UQ...Up — =+ — 1 S fl}kun
TUOUIUZ .. Up — U1U2...1un ~ Umty — o — 1 > —1l4wu,
E (zuouluz...un — uluQ...lu,,L — U Uy — v — 1) > -1 +E(un)
E (Euou1u2...un — uluQ...lun = Ug. Uy — o — 1) +1 > Unp
Untl = Up

ce qui établit que u est croissante et par suite u € A.

Démontrons que t(u) = z. Notons v = ¢(u). Soit n € N, la deuxiéme assertion de (H,)
donne

1 1
UoULUL - . . Uy, —1 + Uy,

O<zx—w,<

Comme tous les termes de u sont supérieurs a 2, il vient

1 1 1

0<x—ov,< ol 1 1w, = o+l

or lim i+ = 0 donc ¢ (u) = limv, = z.

Conclusion. Pour tout z €]0, 1], il existe u € A tel que x = t(u). Ainsi ¢ est surjective.

3. Soit (un)nen et (u),)nen deux suites distinctes. Il existe k € NU —1 tel que

{ Yn <k, u, =ul,
/
U1 7 Uy

Sans perte de généralité et quitte a renommer les deux suites, on peut supposer que ug1 < uj, 41
Comme ces quantités sont entieres cela entraine

!
14 uppr <= upyq

Notons v = ¢(u) et v/ = ¢(v'), on a
v = Uy,

Soit n > k, en vertu de la croissance de v on a

en outre, comme (U )nen st croissante

1 1 1 1 1 1 1
+ 4+ 4+ < + — e —
Ug .. U1 ug ... Ug42 Ug ... Unp Uug ... Uk | Ug+1 ’uk+1 uk+1



ainsi

n—~k
1— 1
1 1 1 Ukt1
Vg + S Un S (%3 + 1
UOUL -+« Uk41 UOUL -+ - Uk U1 1-— o

lorsque n tend vers +o0, il vient

1 1 1
vp + —————— < () < vy + (1)
uouy « - - U1 Uy « .- U U1 — 1

La premiere inégalité etant strcite en vertu de la croissance de v. De maniere analogue

1 1 1

/ / /
vk+ 1., / <w(u)gvk+ 77 7 (2)
U U U U [T —1
oy - Upyy oy - U Upyq
/ 1 1 1 1 ;o 1 1
Or vy, + AT Uk + oo T en outre uy  ; —1 > ug41 donc W < P donc
, 1 1 1
Vg + 7 77 S v + —mM8M8M8M8mm
uo...ukuk+1—1 UOUL -« - - Uk41

L’inégalité de droite de (1) et 'ingégalité de gauche de (2) donnent alors ¥ (u’) < ¥(u). Ainsi

utd = Pu) #P@)

ainsi ¥ est injective. Comme on a montré que v est surjective il vient que 1 est bijective.



