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Corrigé

Exercice 1

1. Soit (z,y) € R? on a
_( 3z* -6y

ainsi (z,y) est un point critique de f si et seulement si

322 —6y =0
12y — 6z =0
ce qui équivaut a
Yy = 5552
22 —2=0
ce qui équivaut a
z=0ouzx=1
y = 32°

ce qui équivaut a (z,y) € {(0,0), (1, 3)}.

2. La matrice hessienne de f en (z,y) est

Hf(z,y) = ( % 126 )

Hf(0,0)=<06 126> ot Hf(l,;>=<66 1§>

3. Une condition nécessaire pour que (x,y) € R? soit un point-selle de f est que (z,y) soit un
point critique de f. Ainsi les deux points candidats & étre un point selle de f sont (0,0) et (1, 3).
On a

ainsi

det Hf(0,0) = —36 < 0

donc f admet effectivement un point sele en (0,0). On a
1
det H (1,2) —36>0

donc f admet un extremum local en (1, %) Ainsi f admet un seul point selle : (0, 0).



4. Le centre du repere est le point-selle que ’on souhaite étudier, il n’est donc pas utile de faire
un changement de repere. Les lignes séparatrices de col sont données par

(2o (5)-

—12zy + 12 =0

c’est-a-dire

ce qui équivaut a

yly—=z) =0
ainsi les lignes séparatrices de col ont pour équations y = x et y = 0, cela conduit a esquisser les
courbes de f au voisinage de (0,0) de la maniére suivante.
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Au voisinage de (1, %) les courbes de niveau sont des courbes concentriques, que l'ont peut
représenter en premeére approximation par des cercles concentriques. Une étude plus poussée (non
demandée dans ce devoir) consisterait a calculer les valeurs propres et vecteurs propres de Hf (1, %)
pour determiner I'orientation de ellipse. On obtient les courbes de f au voisinage de (1, %) de la
maniere suivante.
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Exercice 11

1. Ona

9g a(s?) faf + aff
ox ox ox ox

of | of
o 5 Foy+ 5y f

2. Un point critique de f est forcément un point critique de g puisque, en vertu de la question
1, Vf(z,y) = 0 entraine Vg(z,y) = 0.

3. La réciproque n’est pas vraie, comme le montre le contre exemple suivant, qui est inspiré par
la question 1.

flr,y)=2+y
g(z.y) = [f(z,y)]* = (x +y)

Vi(z,y) = ( } )

2x + 2

Le point (0,0) est un point critique de g mais n’est pas un point critique de f.

on a alors

Exercice 111
1. Considérons ¢ définie de R dans R? par
¢(t) =U, + t(Un-H - Un)

Cette fonction afline est dérivable et sa dérivée est

do(t
% = Un+1 - Un

Comme f est de classe C?, la fonction f ot est dérivable et sa dérivée est

d(foo(t)) _ <d¢(t)
dt dt

9 th © ¢(t)> = <Un+1 - Un; vf(Un + t(Un+l - Un))>

D’autre part
FUns1) = F(Un) = [f(Un + tUns1 — Un)))i S
donc

td
FUsir) = FU) + [ G+ MU = V)t

en vertu de la question précédente, il vient

1
f(UnJrl) = f(Un) + /0 <vf(Un + t(UnJrl - Un))> Un+1 - Un> dt
donc

f(Unir) = F(U) + / (VF(Un), Uny1 — Uy dt

1
+ /0 (VU ~ tUns1 — Un)) = VF(Un), Unss — Uy) dt

d’ou finalement
1
f(Un+1) = f(Un)+<vf(Un)v Un+1 - Un>+/0 <Vf(Un + t(Un+1 - Un)) - Vf(Un)a Un+1 - Un> dt

ce qu'il fallait démonter.



2. Par construction de U, 1, il vient
1
Vf(Un) = _a(Un-i-l - Un)

ainsi )
(V1O Unir = Un) = (=2 Wi = V) Unis = Uy ) = =M|Urs = U

d’autre part

<Vf(Un + t(Un-i-l )) Vf( ) n+l — n> < va(Un'i't(Un-i-l_Un))_vf(Un)H||Un+1_Un||

ainsi I’égalité établie dans la question précédente donne

1
f(Un+1) < f(Un) - MHUnH - Un||2 +/0 ”vf(Un + t(UnJrl - Un)) - vf(Un)””UnJrl - Uant

en replacant f(U,4+1) par v,4+1 et f(U,) par v, on obtient 'inégalité voulue.
3. Par hypotheses, V f est M-Lipchitzienne, ainsi
va(Un) - Vf(Un + t(UnJrl - Un))” < M||Un+1 - [Un + t(UnJrl - Un)]”

donc
”vf(Un) - vf(Un + t(Un-H - Un))” < tM||Un+1 - UnH

ainsi
/ ”Vf Un"‘t( n+1 — )) Vf( n)H”UrH-l Un Hdt</ M 1_t)”Un+1 Un” dt

or fo tdt = % donc

1
M
/0 ||vf(Un + t(Un+1 - Un)) - vf(Un)HHUn+1 - Unlldt < 7”Un+1 - UnH2
Cette inégalité et celle de la question précédente conduisent a

M
Un+1 — Un S _EHUn+1 - Uvn”2

4. Ainsi v,41 — v, < 0 donc la suite est décroissante. Par ailleurs elle est minorée puisque
vp, = f(Up) > min f
La suite (v,,) est donc convergente.

5. Comme f(U,) converge, toutes ses sous-suites convergent également ; ainsi, la coercivité de f
impose que (U,,) ne puisse avoir de sous-suite dont la norme tend vers +oo. Il en résulte que (U,,)
est bornée. En vertu du théoréme de Bolzano-Weirstrass, la suite (U,,) étant bornée, elle admet
au moins une valeur d’adhérence, elle admet donc au moins une sous-suite (U,(,)) convergente.
Soit Z sa limite. La fonction f étant de classe C?2, la fonction V f est continue, donc

U -U

_ _ ®(n) e(ntl) _
Ainsi une sous-suite quelconque de (U,,) converge vers un élément qui annule le gradient de f.
Or la fonction f a un minimum global et un seul point critique, donc un point critique Z de f
est le point critique de f est le minimum global de f. Par suite, toutes les sous-suites de (U,)
convergent vers Z, en conséquences (U,) converge vers le point ou f réalise son minimum global.



