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Soit f une fonction de R2 dans R de classe C2. On suppose que f admet un minimum global,
qu’elle a un seul point critique, qu’elle est coercive, c’est-à-dire que

lim
‖X‖→+∞

f(X) = +∞ (1)

et que ∇f est M -Lipchitzienne sur R2, c’est-à-dire que

∀(X,X ′) ∈ R2 × R2, ‖∇f(X)−∇f(X ′)‖ ≤M‖X −X ′‖ (2)

où ‖ · ‖ représente la norme euclidienne. Le but de ce devoir est de concevoir un algorithme
permettant de trouver numériquement le minimum de f .

Exercice I (Expérimentation sur un exemple)

Dans cet exercice on expérimente un algorithme pour trouver numériquement le minimum de la
fonction f définie sur R2 par

f(x, y) = 3x2 + 8xy + 18y2 + 76x+ 76y − 6

Après avoir vérifié la conformité de f aux hypothèses et avoir calculé le minimum par la méthode
“habituelle”, on réalisera dans cet exercice un programme implémentant l’algorithme expérimental.

1. Montrer que f vérifie (1).

2. Montrer que f vérfie (2) et déterminer M .

3. Démontrer que f admet un minimum unique et le calculer.

4. On considère la suite Un définie par un premier terme U0 de votre choix et la relation de
récurrence.

Un+1 = Un − 1
38
∇f(Un)

Réaliser un programme en C pour calculer les termes de cette suite. Votre programme devra
afficher la valeur de Un pour chaque valeur de n. Vous choisirez ‖∇f(Un)‖ ≤ 10−6 comme cirtère
d’arret et joindrez le listing de votre programme avec votre devoir.

Exercice II (Compréhension graphique)

Dans cet exercice, on souhâıte comprendre graphiquement pourquoi le programme réalisé dans
l’exercice I permet de trouver le minimum de f . On suppose être à l’itération n de l’algorithme
et n’avoir pas encore atteint le point critique. Pour simplifier les notations, on pose (a, b) = Un.
On note

C = {(x, y) ∈ R2, f(x, y) = f(a, b)}
la courbe de niveau de f d’altitude f(a, b).



1. Rappeler pourquoi il existe un voisinage V de (a, b) tel que l’une des deux assertions suivantes
soit vraie

• Il existe une fonction φ de classe C1 telle que (x, y) ∈ V ∩ C ⇐⇒ y = φ(x).

• Il existe une fonction ψ de classe C1 telle que (x, y) ∈ V ∩ C ⇐⇒ x = ψ(y).

Les deux assertions peuvent-elles être vraies simulatanément ?

2. En déduire l’équation de la tangente T à C en (a, b).

3. En déduire que ∇f(a, b) est orthogonal à T . Quel est le sens de ∇f(a, b) ?

4. Expliquer graphiquement pourquoi l’algorithme converge.

Exercice III (Généralisation et démonstration)

Dans cet exercice, on souhaite démontrer la convergence de l’algorithme implémenté dans l’exercice
I et donner une méthode générale. Posons α = 1

M et considérons la suite (Un) d’éléments de R2

définie par une condition initiale U0 donnée et la relation de récurrence

Un+1 = Un − α∇f(Un)

Notons vn = f(Un).

1. Démontrer que

d

dt
f(Un + t(Un+1 − Un)) = 〈∇f(Un + t(Un+1 − Un)), Un+1 − Un〉

2. En déduire que

f(Un+1) = f(Un) + 〈∇f(Un), Un+1−Un〉+
∫ 1

0

〈∇f(Un + t(Un+1−Un))−∇f(Un), Un+1−Un〉 dt

3. En déduire que

vn+1 ≤ vn −M‖Un+1 − Un‖2 +
∫ 1

0

‖∇f(Un)−∇f(Un + t(Un+1 − Un))‖‖Un+1 − Un‖dt

4. En déduire que

vn+1 − vn ≤ −M
2
‖Un+1 − Un‖2

5. En déduire que (vn) converge.

6. En déduire que (Un) est bornée.

7. Montrer que (Un) converge vers le point où f admet son minimum.

8. Donnez un algorithme permettant de minimiser les fonctions f considérées et donnez des
conditions de convergence de cet algorithme.


