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Exercice I

1. Le réel x est un équilibre si et seulement si x = x + exp(x) + α, c’est-à-dire si et seulement si
exp(x) = −α.

• Si α ≥ 0 alors exp(x) = −α n’a pas de solution donc il n’y a pas d’équilibre.

• Si α < 0 alors exp(x) = −α équivaut à x = ln(−α), il y a donc un seul équilibre : ln(−α).

2. Plaçons nous dans le cas où α < 0. Soit f l’application définie sur R par f(x) = x+exp(x)+α.
Cette fonction est dérivable et f ′(x) = 1 + exp(x) Comme −α > 0 il vient exp(−α) > 1 donc
f ′(−α) > 1, par suite l’équilibre n’est pas localement stable.

Exercice II

1. Pour tout n ≥ 1 entier, on a
{

un+1 = aun + bun−1 (définition)
un = un (trivial)

donc [
un+1

un

]
=

[
a b
1 0

] [
un

un−1

]

Posons donc

A =
[

a b
1 0

]

il vient Xn+1 = AXn.

2. Soit (Pn) la proposition Xn = An−1X1.

• On a A0 = I donc (P1) est vraie.

• Supposons Xn = An−1X1. On a Xn+1 = AXn donc Xn+1 = AAn−1X1 par suite on a
Xn+1 = A(n+1)−1X1 donc (Pn+1) est vraie.

On a établit que Xn = An−1X1 pour tout entier n ≥ 1.

3. Le déterminant de P est

detP = r1 − r2 = −
√

a2 + 4b 6= 0

par suite P est inversible. On a

P−1 =
1

r1 − r2

[
1 −r2

−1 r1

]
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]



donc

P−1A =

[
−a−√a2+4b

2
√
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− b√
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2
√
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]

donc

P−1AP =

[
−a2−a

√
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2
√
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0
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√
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2
√
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]
=

[
r1 0
0 r2

]

4. Il résulte de la question précédente que A = PDP−1. Soit n ≥ 1 un entier, on a

An−1 = (PDP−1)n−1 = PDP−1PDP−1 . . . PDP−1

Comme P−1P = I, il vient An−1 = PDn−1P−1. La question 2 de l’exercice I permet de conclure
que Xn = PDn−1P−1X1.

5. Une récurrence immédiate donne

Dn−1 =
[

rn−1
1 0
0 rn−1

2

]

donc

PDn−1P−1 =

[
r1

n−r2
n

r1−r2

−r1
nr2+r2

nr1
r1−r2

r1
n−1−r2

n−1

r1−r2

−r1
n−1r2+r2

n−1r1
r1−r2

]

or

X1 =
[

1
0

]

donc

PDn−1P−1X1 =

[
r1

n−r2
n

r1−r2
r1

n−1−r2
n−1

r1−r2

]

donc
un =

1
r1 − r2

rn
1 +

−1
r1 − r2

rn
2

Exercice III

1. Soit A =] − 1, 3[∪{2}. On a A =] − 1, 3[. Soit x ∈ A et ε = min{|x − 3|, |x − (−1)|} alors
ε > 0 et ]x− ε, x + ε[⊂ A. Donc A est un voisinage de x. Par suite A est voisinage de chacun de
ses points : c’est un ouvert.

2. L’ensemble ] − 1, 3[∪{4} n’est pas ouvert puisqu’il n’est pas voisinage de 4. En effet ∀ε >
0, ]4− ε, 4 + ε[ 6⊂]− 1, 3[∪{4}.

Exercice IV

Notons A = ∩+∞
n=0]− un, un[. Comme 0 ∈]− un, un[ pour tout n ∈ N on a 0 ∈ A ainsi {0} ⊂ A.

Montrons l’inclusion réciproque. Soit x 6= 0, et ε = |x|. Comme (un) converge vers 0, il existe
un rang N tel que n ≥ N entraine |un| < ε. Donc x 6∈]− un, un[ donc x 6∈ A. Ainsi A ⊂ {0}.

Conclusion : A = {0}.


