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Durée de l’épreuve : 2 heures

L’usage des calculatrices et des documents est interdit. Les quatre exercices sont
indépendants. Le sujet est recto-verso. Le barème est donné à titre indicatif. Les
réponses doivent être justifiées.

Exercice I (4 points)

Soit (un) et (vn) deux suites. En utilisant la définition de la limite, montrer que

1. Si lim un = l ∈ R et lim vn = +∞ alors lim(un + vn) = +∞
2. Si lim un = +∞ et lim vn = +∞ alors lim(unvn) = +∞

Exercice II (4 points)

Quelle est la nature de la série
+∞∑
n=1

(−1)3n

n +
√

n

Exercice III (4 points)

Soit a et b deux réels. Quelle est la nature de

+∞∑
n=1

an2 + bn + 1
n3

Discuter selon a et/ou b, le cas échéant.



Exercice IV (8 points)

Soit (un) une suite à termes strictement positifs vérifiant

un+1

un
= 1− αn

n

où (αn) est une suite convergente et limαn = a > 1.

1. Soit (vn) une suite à termes strictement positifs telles que

∃N ∈ N, n ≥ N ⇒ un+1

un
≤ vn+1

vn

Montrer que lorsque n ≥ N on a
un ≤ uN

vN
vn

2. Soit s ∈ R et (vn) la suite définie par vn = 1
ns . Montrer que

vn+1

vn
= 1− s

n
+ εn

où la suite (εn) est telle que lim(nεn) = 0

3. Soit s ∈]1, a[ et (vn) la suite définie par vn = 1
ns . Posons r = s+a

2 . Montrer

∃N1 ∈ N, n > N1 ⇒ vn+1

vn
≥ 1− r

n

∃N2 ∈ N, n > N2 ⇒ un+1

un
≤ 1− r

n

4. En déduire que la série de terme général (un) converge.


