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Devoir 3

corrigé

Exercice 1

1. Pour tout n > 1 entier, on a

Up41 = AUy + buy—1  (définition)
Up = Up (trivial)

donc
Posons donc
il vient X,,4+1 = AX,,.

2. Soit (P,) la proposition X,, = A"~1X;.

e On a A% =T donc (P;) est vraie.

S2 — Année 2003-2004
Promotion ESILV 2008

e Supposons X,, = A" 1X;. On a X,;; = AX,, donc X,,1 = AA""'X; par suite on a

Xpi1 = APHD=1X, done (P,41) est vraie.

On a établit que X,, = A" 1 X pour tout entier n > 1.

Exercice 11

1. Le déterminant de P est

detP=11 —19=—\a2+4b#0

par suite P est inversible. On a

1 1 1 a++vVa?14b
p1_ —r2 | _ Va?+4b 2v/a2+4b
L — 1Ty —1 71 1 __a—Va?+4b
Va2+44b 2/ a2+4b
donc
_a—+Va?+4b b
plp— 2Va?+4b Va2+4b 1
a+va2+4b b
2v/a2+4b Vaz+4b
donc
_ a’—av/aZ+4b+4b 0
P—lAP — 2va?+4b R _ 0
0 a’+ava?+4b+4b ro
2y a2+4b




2. Il résulte de la question précédente que A = PDP~!. Soit n > 1 un entier, on a
A"t = (ppP YH""! = pDP'PDP! ... PDP!

Comme P~'P =1, il vient A"~! = PD"1P~1, La question 2 de I’exercice I permet de conclure
que X, = PD"'P71X;.

3. Une récurrence immédiate donne

n—1
0 T4
donc
rit—ra" —r1"rotra" Ty
n—1p—1 __ r1—"o r1—"T9o
S L i
r1—T2 r1—T2
or
Uy
X, =
uo
donc
urry " —uire" —ugr1 " rotuore " ry
n—1p—1 _ r1—"o
PD" 'PIX = | i T
r1—r2
par suite
u uiry " —uare” —ugr1 " roduore ™ ry
mn _ _ n—1p—1 _ T1—T2
[ o ] =X =PD"'PTIX = | a T
r1—r2
donc N " N N
ULTY — UTy — UT{ T2 + UpTy T
Up =
Ty —T2
d’ou n
Uy — UgT2 —Up T UT1
Uy = ry + Ty
T —T2 L —T2
finalement

Up =

va? +4b 2

Exercice 111

1. Considérons

a — iy/|a? + 4b|

= B)

De maniere analogue a I'exercice I on obtient

—U1 +an++2+4b (a— \/aQ +4b

Va2 +4b 2

R ( + m)

_a+iy/|a® + 40|

a 2

Up =

2

i/|a? + 40|

ce qui équivaut a

; 2
—u1—|—u0a+17 V‘2a+4b| <a—i /a2 + 4b|

2

N g — up LV “|2a2+4b| <a+i\/|a2+4b|>n

iy/]a? + 40|

Up =

2

V/]a? + 4b|

. —ait+/|a?+4b .
u1t + uo% (a —iy/|a? + 4b]

2

V|a? + 4b|

; 2 n
N 7u1i+uow <a+i\/|a2 +4b|>



2. Notons respectivement p et 6 le module et 'argument du nombre complexe r5. On a 75 = pe®?
et comme 71 est le conjugué de r on a r; = pe*w. L’expression de u,, devient

—ai+4/]a?+4b| ai++/|a?+4b|
2 2

uli + U n _—inf + _uli + uo n _ind
(& e
N Ny

En utilisant la formule d’Euler *® = cosa + isin, il vient

Up =

. —ai++/|a?+4b| .
ulz—l—uof —u1t + ug 5

V]a? + 4b| V]a% + 4b|

En outre (u,) est une suite numérique réelle donc le nombre complexe dans le membre de droite

de I'équation précédente a une partie imaginaire nulle (ce que l'on peut vérifiier par le calcul).

Ainsi u,, est égal a la partie réelle du membre de droite de cette équation. On obtient
asin(nf)++/]a2+4b| cos(nb)

— 51 2 <
uy sin(nf) + ug 3 "y uy sin(nb) + g asin(nf)ty ga 4b] cos(nf)

tn = a? + 4b P a? +4b r
| | | |

ai++/|a?+4b|

Up = p" (cos(nf) —isin(nh)) + p"(cos(nf) + isin(nh))

s

n 2ul . Uopa .
n=(=b)2 | ———=sin(nf) — ——— sin(nh) + ug cos(nd
un = (—b) < Ve in(nd) e in(n#) + ug cos(n ))

Exercice IV

1. Le déterminant de P est det P =r — (1 4+ r) = —1 donc P est inversible. On a

P ][

1 —r 1 —%
donc
PlA_{ $+1 —b}
5 b
donc
(12 a llz
PilAP: _42+§_b _T—’_zl_b
T +b s+ G +0b
or a? = —4b donc

piap=| T Li_p
0 r

2. Il résulte de la question précédente que A = PTP~!. Soit n > 1 un entier, on a
A = (pTP Yt = prP'PTP .. . PTP!

Comme P~ !'P =1, il vient A"~! = PT" ' P~1. La question 2 de l’exercice I permet de conclure
que X, = PT"1P71X,.



3. Le calcul des premieres puissances de T laisse supposer que

N N—1
N_ | T Nr
™= ]

Notons Py cette assertion et provons-la par récurrence
e Lorsque N =0 on a T° = I donc Py est vraie.

e Supposons Py alors

donc
TN+ _ rNo NpN-1 ro 1] [ rNtY N 1NN
1o rN -
donc Py est vraie.

Cette fecurrence établit que pour tout NV € N on a

4. Ainsi pour tout n € N* on a

n—1 n—2
n—1 __ r (n - 1)7"
T - |: 0 7”"_1 :|

ainsi

n—1 n
nelp1 r*—in r*(1—n)
PT" P = { (n—1r""2 (2—n)r"In }

La premiere composante de PT" P~ X, est alors

w4 uer™ — ugr™n

Donc

Up = uor™ 4+ nup — uor)r™ !

Remarque

On remarque que ’espace des suites satisfaisant la récurrence u, 1 = au,, +bu,_1 forme un espace
vectoriel de dimension 2. Les résultats de ce devoir peuvent se résumer de la maniére suivante.
Considérons le polynéme X2 —aX —b =0 et A = a® + 4b son discriminant.

e Si A > 0, soit 71 et ry les deux racines du polynome et kq, ko les réels donnés par le systéeme

k1 + ke =uo
ki + korg = wy

alors u, = ky7t + kard



e Si A =0, soit r la racine du polynoéme et ki, ko les réels donnés par le systeme

kl = Up
r (]fl =+ /{22) = U
alors X,, = kirt + tkort

e Si A < 0 soit pe?? et pe=% les deux racines conjuguées du polynome, soit ki et kg les réels
donnés par

kl = Ug
p(k1 cos(8) + ko sin()) = uy
alors u, = k1p’ cos(tl) + kop' sin(t6)



