Pole Universitaire Léonard de Vinci S1 — Année 2003-2004
CS 103 — Analyse I Promotion ESILV 2008

Devoir 2

corrigé

Exercice 1

1. Soit (P,) la proposition

uN
Up < —Up

alors
o (Py) est vraie

: UN : 3 2 Un+t1 Un+41
e Supposons (Py) vraie, on a u, < vy, mais on a aussi — < =% donc

Up+1 uN Un+4+1
n S —Un

Unp UN Un

ce qui entraine uy41 < (X vn 41, ainsi (Pyq1) est vérifide.

2. Leréel C' = $X est indépendant de n, les suites (u,) et (v,) sont a termes positifs et u, < Cv,
donc le théoreme de comparaison s’applique et donne

e Si la série de terme général (v,) converge alors la série de terme général (u,) converge
également.

e Sila série de terme général (u,,) diverge alors la série de terme général (v,,) diverge également.

Exercice 11

1. Soit f définie par f(z) = (1 + x)%, cette fonction est dérivable et f/(x) = —s(1 + )71,
ainsi
Un41 n+1\"°
—_— —_— = ].
wet (2ED) — pagm)
Or f/(0) = —s donc
f(1/n) = f(0)

lim

1 =S
n—-+o00 =
n
par suite
Un+41 1
: Un —
lim —— = 1
n
donc ¥+l — 1 ~ —£ ce qui entraine que
v n
Un+1 s S
— = —14—-€o0o(—-)
Un n n

or o(£) C o(2) (et on a égalité si s # 0) donc, il existe (¢,) dans o(L) tel que “2 — 1+ £ =¢,,.

) " n
Il en résulte :
Un+1

Un

s
n+5 (1)



2. Remarquonsque l<s<r<adoncr—s>0eta—7r>0.
a. On a (g,) dans o(+) donc

n

Ve>0,AINeN, n>N=|g,| <¢

1

n

en particulier, pour € = r — s, il existe un rang N7 € N tel que n > N; entraine |e,| < (r — s)|
Par suite &, > (s — r)%, Péquation (1) donne alors 2 > 1 — £ 4 (s — 7)1, Ainsi

1
al:

n

AN eEN, n>N, = 24l > L 2)
U, n

b. La suite (a,) converge vers a donc
Ve>0,INeN, n>N=|a, —a| <e

en particulier, pour € = a — 7, il existe un rang No € N tel que n > Ny entraine |a, —a| < a —7.
Donc r —a < oy, —a , donc —a,, < —7, il s’en suit que 1 — "n—" <1- % Ainsi
r

AN, eN, n >Ny = il 9 T (3)
U, n

c. Soit N = max{Ny, No}. Les propositions (2) et (3) impliquent que lorsque n > N on a

un+1 < Un+1

Un Un

or la série de terme général (v,) converge puisqu’il s’agit d’une série de Riemann avec s > 1, en
vertu de I’exercice I on conclut que la série de terme général (u,) converge également.

3. Soit s €la,1] et (v,) la suite définie par v, = ni Posons r = 9+7a Remarquons que
a<r<s<ldoncs—r>0etr—a>0.

Soit € = s — r. Comme (g,) dans o(1), il existe un rang N; € N tel que n > N; entraine
len] < (s —7)|L]. Par suite &, < (s —r)5;, I'équation (1) donne alors % <1-—2+4(s—r)i
Ainsi

INyEN, n> Ny = 2t <7 (4)
Un, n

La suite (o) converge vers a donc pour € = r — a, il existe un rang Ny € N tel que n > No

entraine |, —a| <r —a. Donc a, —a <r—a, donc —a,, > —r, il s’en suit que 1 — = > 1 — %

Ainsi y . "
aNzeN,n>N2;»Z—“zl—ﬁ (5)

Soit N = max{Ny, Nao}. Les propositions (2) et (3) impliquent que lorsque n > N on a

unJrl > UnJrl

Un Un

or la série de terme général (v,) diverge puisqu'’il s’agit d’une série de Riemann avec s < 1, en
vertu de I’exercice I on conclut que la série de terme général (u,,) diverge également.



Exercice III
1. Soit ay, = a — ne,,. Comme (g,) € o(1) on alima, = a et

Up+1 —1_ Oy

Up, n

en vertu de lexerice précédent, la série de terme général (u,) converge lorsque a > 1 et diverge
lorsque a < 1.

2. La suite (u,) définie par u, = —15 pour n > 1 vérifie
Upt1 M — 1 1 l
Uy — on n

Ainsi a = 1. En outre la série de terme général (u,,) diverge.

Considérons la suite (u,,) définie par u, = —— pour n >2. On a

Up41 nlnn

Up (4 1)In(n+1)

En outre
mﬁﬁ%—ﬁr% nlnn | (nt Dln(n+ 1) + 1+1 n(n+1)
= — n _ n — n
—tn (n+ Dhn(n+1) " " o)
Donc . )
Z::l -1+ no_ _ n Inn hl(l — %) n 1n(n+ 1)
—ﬁ o n+1Iln(n+1) % n

En calculant la limite de chacun des facteurs, on obtient

Unt1 1
Unp, 1+n_1
= 7=

nlnn

lim

: Un+1 1 _ 1
par suite —= 1+ =~

1

nlnn

€ o(=—) donc il existe une suite (e,,) dans of ) telle que

donc il existe (g,,) dans o(1) telle que

n

On remarque que dans ce cas a = 1 et que la série de terme général (u,) converge.
3. Posons

_135...(2n—1)

C246...(2n+2)

Unp



alors

1.3.5...(2n—1)(2n+1)

Un+1 2.4.6...(2n+2)(2n+4)
o 1.3.5...(2n—1)
2n+1
2n + 4
-3
1
+ 2n+ 4
31 2n
2n2n+4
1 4
(U310
2n 2n+4
31 3
1-2- _
2n  n(n+2)
1 § + ¢
2 n

avec e, € o(1). Ici a = 3 > 1 donc la série de terme général (u,) converge.



