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Feuille d’exercices 2

Suites numériques

Exercice 1

Considérons les suites (uy )nen+, (Un)nen+ €t (Wp)nen+ définies par

n!e”
tn = n"\/n
v, = Inu,
1 1 1

et la fonction f définie sur |1, +oo[ par

flx) = % +In(z—1)—Ilnz

2

Dans cet exercice on montrera la formule de Stirling-De Moivre!

n!wC(ﬂ)n\/ﬁ

e
on montrera que C' > exp %, ce réel est en fait v/27 mais on ne le démontrera pas ici.
1. Montrer que v, — v,—1 = (n — 1) f(n).

2. Etudier les variations des suites (vy,)nens €t (Un)nens-
3. Montrer qu’il existe un réel positif C tel que limu,, = C.
4

. Montrer que pour tout entier £ > 2 on a

et interpreter graphiquement ces deux inégalités.

L Abraham de Moivre, mathématicien Frangais puis Anglais, du XVIIIe sieécle, fut & Porigine de la géométrie
analytique et de la théorie des probabilités. Dans Miscellanea Analytica paru en 1730 apparait la formule qui va
étre démontrée dans cet exercice (par une autre méthode). Elle fut, & tort, attribuée & James Stirling et elle est
souvent connue sous le nom de “Formule de Stirling”. Abraham de Moivre est également connu pour la formule
(cos@ + isin @)™ = cos(nB) + isin(nh).

Abraham de Moivre (1667-1754)



5. Montrer que (wy,)nen+ converge vers un réel inférieur a 1.

6. Montrer que

Vz € [2,400], f(z) > 5w —2)

7. Montrer que pour tout entier £k > 2 on a vy — vp_1 > 7#'
8. En déduire que pour tout entier n > 2 on a v, > —%wn + 1.
9. En déduire que C > ¢

10. En déduire un équivalent de n! en +o0.

Exercice 11

Dans les cas suivants, dire si (u,)nen est une suite extraite de (v, )nen, €t si (vn)nen est une suite
extraite de (un)nen. Le cas échéant, précisez quelle est 'application ¢ utilisée.

1. u,=4n,v, =n

2. un:n,vn:n2

up = (—1)" + %7 Un = 275:1

L

Uy = 4" v, = (=1)"

5. u, =¢e" v, =2"
b)

o
£

=n? v, =2n+1

7. u, =nP, v, =ni ol p et qsont des entiers naturels. Discuter selon p et ¢ le cas échéant.

Exercice I11

Soit a € R\ {1} et b € R. Considérons (un)nen la suite définie par son premier terme ug € R et
la relation de récurrence
Upt1 = AUy + 0

Determiner le terme général de la suite (u,) en fonction de ug, a et b.

Exercice IV
Soit s € N* un entier et

A, = {Tll, ne [[1,3]]}

Montrer qu’une suite convergente d’éléments de A4 est constante & partir d’un certain rang. Ce
résultat peut-il étre généralisé a A, pour s € N* quelconque 7

Exercice V

La suite (u,,) définie par u, = (—1)" + L admet-elle des sous-suites convergentes ?



