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Exercice I

Soit un = sin(n) cos(n)√
2n+5−√n+1

. Alors

un =
sin(n) cos(n)(

√
2n + 5 +

√
n + 1)

(2n + 5)− (n + 1)

donc

un =
sin(n) cos(n)(

√
2n + 5 +

√
n + 1)

n + 4

or | sin(n) cos(n)| ≤ 1 donc

|un| ≤
√

2n + 5 +
√

n + 1
n + 4

donc

|un| ≤
√

2n + 5
(n + 4)2

+

√
n + 1

(n + 4)2

or lim 2n+5
(n+4)2 = 0 et lim n+1

(n+4)2 = 0 donc

lim

(√
2n + 5

(n + 4)2
+

√
n + 1

(n + 4)2

)

par suite lim un = 0.

Exercice II

Soit ε > 0. Posons N = E( 1
4ε ) alors

n > N ⇒ n > 1
4ε

donc n > N ⇒ 1
4n < ε

donc n > N ⇒
∣∣∣ (−1)n

4n

∣∣∣ < ε

donc n > N ⇒ |un − 1| < ε

ce qui établit que
∀ε > 0, ∃N ∈ N, n > N ⇒ |un − l| < ε

donc lim un = 1.



Exercice III

Notons l = l1 + . . . + lp et considérons ε > 0. Pour tout i ∈ J1, pK, la suite (ui
n) converge vers li

donc il existe Ni ∈ N tel que
n ≥ Ni =⇒ |ui

n − li| ≤ ε

p

Soit N = max{N1, . . . , Np} alors

∀i ∈ J1, pK, n ≥ N =⇒ |ui
n − li| ≤ ε

p

donc n ≥ N ⇒ |u1
n − l1|+ |u2

n − l2|+ . . . + |up
n − lp| ≤ p ε

p = ε ainsi

|un − l| ≤ |(u1
n + . . . + up

n) + (l1 + . . . + lp)|
≤ |(u1

n − l1) + . . . + (up
n − lp)|

≤ |u1
n − l1|+ . . . + |up

n − lp|
≤ ε

ce qui démontre que
∀ε > 0, ∃N ∈ N, n ≥ N ⇒ |un − l| ≤ ε

donc lim un = l.

Exercice IV

Soit B = {|x− y|, (x, y) ∈ A2, x 6= y}. Cet ensemble est fini, il admet un plus petit élément ε et
ε > 0 puisque x 6= y.

La suite (un) converge, donc elle est de Cauchy. Donc il existe un rang N ∈ N tel que pour p
et q des entiers avec q ≥ p ≥ N on a |uq − up| < ε. En particulier pour p = N il vient

uq ∈ ]uN − ε, uN + ε[

donc |uq−uN | < ε avec uN ∈ A donc uq ∈ A. Par définition de ε il vient uq = uN . On a démontré
que pour tout q ≥ N on a uq = 1

n0
donc (un) est constante à partir du terme d’indice N .


