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Exercice I

Les cinq ensembles cherchés sont les suivants :

A = [−1; 1] ∪ {5}
A
◦

= ]− 1; 1[
∂A = {−1; 1; 5}
A∗ = {5}
A′ = [−1; 1]

Exercice II

Soit a et b dans R avec a < b. Soit h = b−a et q = E( 1
h )+1 alors 1

q < h. Considérons p = E(qa)+1
alors

p− 1 = E(qa) ≤ qa < E(qa) + 1 = p

donc
p− 1

q
≤ a <

p

q

Comme p−1
q ≤ a on a

p− 1
q

+ h ≤ a + h ≤ b

Finalement
a <

p

q
< b

donc ∃r ∈ Q tel que a < r < b. Ce qui démontre la densité que Q dans R.

Exercice III

1. Considérons la fonction f définie par f(x) = x + cos x. Les équilibres de la relation de
récurrence sont les réels x tels que x = f(x) c’est-à-dire tels que cos x = 0, c’est-à-dire tels que
x = π

2 + kπ avec k ∈ Z.

2. La fonction f est dérivable et f ′(x) = 1− sin(x).

∣∣∣f ′
(π

2
+ kπ

)∣∣∣ =
∣∣∣1− sin

(π

2
+ kπ

)∣∣∣ =
{

0 si k est pair
2 si k est impair

Ainsi π
2 + 2kπ est stable et π

2 + (2k + 1)π est instable.

3. Supposons que
∑+∞

n=0 un converge alors lim un = 0 donc lim un+1 = 0 et en vertu de la
continuité de la fonction cos, on a lim cos un = cos 0 = 1. Par suite 0 = 1 ce qui est impossible.



Exercice IV

1. L’ensemble Ai n’est pas ouvert puisqu’il n’est pas voisinage de 1
2i . Il n’est pas fermé puisque

sont complémentaire ] −∞, 1
2i [∪[2, +∞[ n’est pas voisinage de 2. Il n’est pas compact puisqu’il

n’est pas fermé.

2. L’ensemble Ai est un intervalle. Le plus grand ouvert contenu dans Ai est l’intervalle ouvert
] 1
2i , 2[, c’est l’interieur de Ai. Le plus petit fermé contenant Ai est l’intervalle fermé [ 1

2i , 2], c’est
l’adhérence de Ai.

3. Pour tout i ∈ N on a 1
2i > 1

2i+1 donc
]

1
2i

, 2
[
⊂

[
1
2i

, 2
[
⊂

]
1

2i+1
, 2

[

ainsi A
◦

i ⊂ Ai ⊂ A
◦

i+1 donc

∪i∈NA
◦

i ⊂ ∪i∈NAi ⊂ ∪i∈NA
◦

i+1

or ∪i∈NA
◦

i+1 = ∪i∈N∗A
◦

i ⊂ ∪i∈NA
◦

i donc

∪i∈NA
◦

i ⊂ ∪i∈NAi ⊂ ∪i∈NA
◦

i

donc A = ∪i∈NA
◦

i.

4. Chaque ensemble A
◦

i est ouvert, donc A est une réunion d’ensembles ouverts, c’est donc un
ouvert.

5. L’ensemble E est fini et non-vide, il admet donc un plus grand élément M ∈ N. Comme
A
◦

i ⊂ A
◦

i+1 pour tout entier i, on a

∪i∈EA
◦

i = A
◦

M =
]

1
2M

, 2
[

Ainsi 1
2M+1

∈ A mais 1
2M+1

6∈] 1
2M , 2[ donc A 6⊂ ∪i∈EA

◦

i.

6. La famille (Ai)i∈N est un recouvrement de A par des ouverts. On ne peut en extraire un
sous-recouvrement fini de A. En vertu de Borel-Lebesgue, A n’est pas un compact.

7. Montrons que A =]0; 2[.

On remarque que pour tout entier naturel i on a Ai ⊂]0; 2[ donc A = ∪i∈NAi ⊂]0; 2[.

Montrons l’inclusion réciproque. Soit ε ∈]0, 2[. Comme limi→+∞ 1
2i = 0, il existe un rang N

tel que i ≥ N entraine | 1
2i | < ε. Donc ε ∈] 1

2N , 2[ donc ε ∈ AN . Ainsi ε ⊂ A.

Conclusion : A =]0; 2[.


