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Exercice I

Soit a un réel et (un) une suite décroissante telle que lim un = 0. Pour tout entier naturel n, on
note

Ia,u
n =]a + un, +∞[ et Ja,u

n = [a + un, +∞[

1. Montrer que ∪n∈NIa,u
n ⊂]a, +∞[ et ∪n∈NJa,u

n ⊂]a,+∞[.

2. Soit x ∈]a,+∞[, montrer qu’il existe N ∈ N tel que x ∈ Ia,u
N et x ∈ Ja,u

N .

3. En déduire que ∪n∈NIa,u
n = ∪n∈NJa,u

n =]a,+∞[.

Exercice II

Soit a et b deux réels tels que a ≤ b et (un) et (vn) deux suites décroissante, strictement positives
et dont la limite est 0. Considérons les ensembles suivants

An = ]−∞, a− un[ ∪ ]b + vn,∞[
Bn = ]−∞, a− un[ ∪ [b + vn,∞[
Cn = ]−∞, a− un] ∪ ]b + vn,∞[
Dn = ]−∞, a− un] ∪ [b + vn,∞[

1. Expliciter les ensembles suivants

∪n∈NAn ∪n∈N Bn ∪n∈N Cn ∪n∈N Dn

2. En déduire

∩n∈N ]a− un, b + vn[ , ∩n∈N [a− un, b + vn[ , ∩n∈N ]a− un, b + vn] , ∩n∈N [a− un, b + vn]

Exercice III

1. Montrer le résultat suivant de deux manières différentes
⋂

n∈N∗

]
− 1

n
,
1
n

[
= {0}

2. En déduire qu’une intersection d’ouverts peut ne pas être un ouvert.


