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Exercice 1

1. Ona
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2. OnaJy C Ay et |upvy| > 0 donc

Z |upvg| < Z |uptg]
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donc
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or
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(P.9)EAR
donc
Tn < RySn

3. Comme (Ry) et (Sy) convergent, RySx est majoré. Donc (T) est majorée. De plus (T)
est croissante. Ainsi (T) converge : la série ) -, wy, est absolument convergente.

Il convient de remarquer que Ag(n /2y C Jn et donc, de maniére analogue, on a Rg(n/2)Sg(nv/2) <
Ty < RySp. Le théoreme des gendarmes permet de conclure que lim Ty = lim Ry lim Sy.

4. Ona
(35 ()35

comme lim Ry Sy Ty = 0 il vient lim | Ry Sy ~Ty| = 0. Orlim Ry Sy = (250 tn ) (Sozovn)
ainsi im Ty = (ano un) (ano vn) donc

S| (S| =S wn

n>0 n>0 n>0

= Z UpVg| < Z [upllvg] < RnSn — T
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Exercice 11

1. Sia =0 alors la convergence de la série est triviale. Supposons a # 0 alors la suite de terme
général |A,,| est strictement positive et

Aus| _ o™ wl
|An| la®] (n+1)! n+1
donc liml‘é‘giJr1| = 0 < 1, par suite le théoreme de d’Alembert permet d’affirmer que la série

Y onso0 [Anl converge donc P

2. Soit a € R et N un entier naturel non nul, alors

dl N an B Y da
w\"t ) T Xdw

En faisant tendre N vers +oo, il vient

f'(a) = f(a)
Comme cette égalité est vraie pour tout réel a, on en déduit que f/ = f.
3. Lorsque a = 0 alors A,, = 0 pour tout n > 1 ainsi f(0) = A = 1.

4. La fonction f satisfait 1’équation différentielle f’ = f donc f(x) = Aexp(x) ou A est une
constante réelle. Or f(0) =1 donc A = 1, par suite f = exp.

5. Soit a et b des réels, A, = %l et B, = % Notons (wy,) = (A4,) * (By). Alors
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= —(a+0b)" (formule du binéme de Newton)
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ainsi Y, 5w, = exp(a +b) ce qui établit la formule exp(a + b) = exp(a) exp(b).



