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Corrigé

Exercice 1

Soit ¢ € H3(Q), on a
1Al = /Q (026 + 020)?

- / (026)° + (92)° + 2026036
Q

- / (026)? + (82)° — 2 / 5160152
Q Q

- / (026)? + (82)° +2 / 002026
Q Q

— [@02+ @) +2 [ ov3ors
Q Q

- / (026)? + (82)° — 2 / Dr00%
Q Q

- / (026)? + (82)% +2 / 826026
Q Q

= / (070)* + (03)* + 203007 ¢
Q

= [ID*¢]l L2y

= [19lluz@)
ce qui établit le résultat.

On remarquera que la deniere égalité est vraie et que les intégrales de bord sont nules puisque
¢ € H3(Q).

Exercice 11

1. Ona
a? + b2 + 2wab = (a + vb)® + (1 — v2)b?

Or0<u<%doncl—y2>%>0,ainsi
(a+vb)’+(1—12)b? <0

entraine
(a+vb)?+ (1 -2 =0

ce qui entraine a + vb =0 et b = 0, c’est-a-dire

a=b=0



2. Ona
_ EN WN\? (00N 0w Ay  1-v (0 9\
Ag(o,0) = 12(1 — 72) [<%> + <(r“)$g> + 21/87,%187.%'2 + 5 (8:,62 + (r“)fl'l>

ainsi Agp(¢, 1) = 0 entraine
2 2 2
GNP (00N, 00 v (v 0o
(91'1 8£C2 8x1 8.@2 2 3:52 al’l

o\ (00N Ov ¢
— — 2v—— <
<6m1) + (8:102 + V@xl Oxy — 0
La question 1 permet alors d’affirmer que

N _ 9 _
8$1_8$2_

oy 99\
<5$2+3T/1> B

en particulier

0

ce qui entraine alors

ce qui donne le résultat.

3. Soit (¢,9) € Ker Ap alors

w0,
O0x1  Oxo

donc il existe une fonction f et une fonction g telles que ¥(x1,x2) = f(z2) et ¢(z1,z2) = g(z1).
Or oy 09

dry Oy
donc

df _ _dg

dey — day

ainsi cette quantité ne dépend ni de z1 ni de x5 donc il existe une constante 3’ telle que d% =p
ce qui entraine l'existence d'une constante o’ telle que f(x2) = o/ + f'z2. On en déduit

(21, 22) = o + 12

de maniere analogue, on obtient
(1, 72) = a+ By
/

Réciproquement (¢, ) ainsi définis sont dans le noyau de Ay lorsque g = —f'.

4. Sila plaque est encastrée alors le bord alors ¢(z1,x2) = a+ Bz1 = 0, comme cette expression
est vraie pour au moins deux valeurs de x; distinctes, on en déduit que a« = 8 = 0. Ainsi ¢ = 0.
De maniére analogue on obtient ¢ = 0. On en déduit

Ker AO = {0}

Exercice 111

1. Sila plaque n’est pas déformée alors U = 0 donc e = —f(7)I. Lorsque T =0 on a ¥ = Y ce
qui conduit & € = 0 ainsi —f(7)I = 0 donc f(7) = 0.



2. Ona

_ 0 v _os \__PE 3 v 3
T 14w €”+1—21/8kk6”> 1+z/(f(T)‘S”JFl—zyf(T)‘S’“’“‘S”)
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3. On suppose que o33 = 0 on a alors

v E
(523 + ﬁ(g(l)l +egy + Egs)) - ﬁf@')‘sia‘ =0

—_

—+ v

ce qui entraine
1+v

14
19,58~ "1 -9, QV(E(IJl +e9y) — 1= 2l/f(7')
d’ou finalement 19 L9 1+
0o _ — ZlV 0 — ZlV _ 124
€3 = Tt T T, o 1_Uf(7')
Alors 5 a ) 5
_ 0 v v(l+v _
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on obtient
E 1 2 E
= — (v —1+1
Ty <1y511 * 1,,522) Ao VO
ainsi P ) P
_ 0 Voo _
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de maniere analogue

_F 7 1 E
722 = 1—|—V<1—V€11+1—V€22>1—Vf(T)

Enfin, les autres termes se calculent comme d’habitude

E 0
012 = 021 = mﬁg

E
013 = 021 = malg

E 0
023 = 032 =

1+V523



4. On fait 'hypothese de Kirchhoff-Love. En notant 52 I'expression provenant de £° et calculée
dans le cours, on a

&= sy [0 | on et + ey

ce qui donne

n Ja
ainsi
FE
_ 0 _
& =¢&, o V)/Q(/g f(T)z3> Aw
donc 5 3
_ ¢0 -
Ep —Ep + 21— ) 12@Aw
d’ou B3
_ ¢0
gp_gp+24(1,,/)@Aw

ce qui donne

SB _ Eh3 / 827“‘) ’ + 62711) ’
P 24(1 —v2) Jo |\ 022 0z3
0w 9w 2w \2

5. Le terme supplémentaire est

dQ)

En3

Sa dérivée de Gateaux dans la direction d’un test w est

ER3 R
m/ﬂ(l—&-u)(@A)w

ce qui est égal a
Eh3 )

On obtient alors le terme suivant dans 'EDP :

EhR3

1 =07 (1+v)AB

ce qui donne

h3 En3 1
phw” — %Aw” =+ m <A2w —+ —;— VA@) = 0

avec les conditions intiales et de bord habituelles.



