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Exercice I

Soit φ ∈ H2
0 (Ω), on a
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= ‖D2φ‖L2(Ω)

= ‖φ‖H2
0 (Ω)

ce qui établit le résultat.

On remarquera que la denière égalité est vraie et que les intégrales de bord sont nules puisque
φ ∈ H2

0 (Ω).

Exercice II

1. On a
a2 + b2 + 2νab = (a+ νb)2 + (1− ν2)b2

Or 0 < ν < 1
2 donc 1− ν2 > 3

4 > 0, ainsi

(a+ νb)2 + (1− ν2)b2 ≤ 0

entraine
(a+ νb)2 + (1− ν2)b2 = 0

ce qui entraine a+ νb = 0 et b = 0, c’est-à-dire

a = b = 0



2. On a

A0(φ, ψ) =
Eh3

12(1− ν2)
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)2

+
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ainsi A0(φ, ψ) = 0 entraine
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+
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∂x2

)2

+ 2ν
∂ψ
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en particulier (
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+
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La question 1 permet alors d’affirmer que

∂ψ

∂x1
=

∂φ

∂x2
= 0

ce qui entraine alors (
∂ψ

∂x2
+

∂φ

∂x1

)2

= 0

ce qui donne le résultat.

3. Soit (φ, ψ) ∈ KerA0 alors
∂ψ

∂x1
=

∂φ

∂x2
= 0

donc il existe une fonction f et une fonction g telles que ψ(x1, x2) = f(x2) et φ(x1, x2) = g(x1).
Or

∂ψ

∂x2
= − ∂φ

∂x1

donc
df

dx2
= − dg

dx1

ainsi cette quantité ne dépend ni de x1 ni de x2 donc il existe une constante β′ telle que df
dx2

= β′

ce qui entraine l’existence d’une constante α′ telle que f(x2) = α′ + β′x2. On en déduit

ψ(x1, x2) = α′ + β′x2

de manière analogue, on obtient
φ(x1, x2) = α+ βx1

Réciproquement (φ, ψ) ainsi définis sont dans le noyau de A0 lorsque β = −β′.
4. Si la plaque est encastrée alors le bord alors φ(x1, x2) = α+βx1 = 0, comme cette expression
est vraie pour au moins deux valeurs de x1 distinctes, on en déduit que α = β = 0. Ainsi φ = 0.
De manière analogue on obtient ψ = 0. On en déduit

KerA0 = {0}

Exercice III

1. Si la plaque n’est pas déformée alors U = 0 donc ε = −f(τ)I. Lorsque τ = 0 on a Υ = Υ0 ce
qui conduit à ε = 0 ainsi −f(τ)I = 0 donc f(τ) = 0.



2. On a
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=
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3. On suppose que σ33 = 0 on a alors

E
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(
ε033 +

ν
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(ε011 + ε022 + ε033)

)
− E
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f(τ)δij = 0

ce qui entraine
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ε033 = − ν
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(ε011 + ε022)−

1 + ν
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f(τ)

d’où finalement
ε033 =
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1− ν
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ε22 − 1 + ν
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Alors
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on obtient
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de manière analogue
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Enfin, les autres termes se calculent comme d’habitude

σ12 = σ21 =
E

1 + ν
ε012

σ13 = σ21 =
E

1 + ν
ε013

σ23 = σ32 =
E

1 + ν
ε023



4. On fait l’hypothèse de Kirchhoff-Love. En notant E0
p l’expression provenant de ε0 et calculée

dans le cours, on a

Ep = E0
p −

E

2(1 + ν)

∫
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2 +
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ce qui donne
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ainsi
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donc
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d’où
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ce qui donne
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5. Le terme supplémentaire est

Eh3

24(1− ν2)

∫

Ω

(1 + ν)Θ∆w

Sa dérivée de Gâteaux dans la direction d’un test ŵ est

Eh3

24(1− ν2)

∫
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ce qui est égal à
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∫

Ω

(1 + ν)(∆Θ)ŵ

On obtient alors le terme suivant dans l’EDP :

Eh3

24(1− ν2)
(1 + ν)∆Θ

ce qui donne

ρhw′′ − ρh3

12
∆w′′ +
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(
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2
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)
= 0

avec les conditions intiales et de bord habituelles.


