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Corrigé

Exercice 1

Calculons le gradient de f

_ —dy + dxy — 2
Vf($,y) - ( —4$—2$y+2$(12

ainsi (z,y) est un point critique de f si et seulement si

{ y(—4+4x—y)=0
x(-2—y+x)=0

ce qui équivaut a

y=0 y(—4—y) = y=0 —4t+dr—y=0
{ (—242)=0 OO { _ ou _ ou

ce qui équivaut a

y=0 o z=0 o z=0 o x=2
r=2 " Ly=-4 " Ly=0 " ly=-}

L’ensemble des points critiques de f est donc

2 4
0;0), (0;—-4), (2;0), | =5—=
{0, 020, @0, (5-3)}
La matrice hessienne de f est

_ 4y 4o — 2y —4
Hi(zy) = ( dr—2y—4 -2 )

H £(0,0) = < _04 _04 >

dont le déterminant est strictement négatif. Il s’agit d’un col.

H £(0,~4) = ( 0 )

dont le déterminant est strictement négatif. Il s’agit d’un col.

H(2,0) = (2 _44>

dont le déterminant est strictement négatif. Il s’agit d’un col.

Hf(x,y)=;l< 2 )

dont le determinant est strictement positif et la trace négative. Il s’agit d’'un maximum.

Ainsi



Exercice 11
1. Soit a € R fixé, alors

Ja(r) = (ax — 2%)(ax — 22°) = 2%(a — ) (e — 22) = 22" — 3aa® + 2>
Cette fonction est polynomiale donc dérivable deux fois

g(x) = 8% —9ax®+ 2%z
gli(x) = 242 —18ax + 207

Si o # 0 alors g/, (0) = 0 et g/(0) = 2a2 > 0 donc 0 est un minimum. Si o = 0 alors g, (x) = 22*
donc 0 est un minimum. Ainsi pour tout réel «, la fonction g, admet un minimum en 0.

2. Si f admet un minimum en (0;0) alors g, admet un minimum en 0, mais la réciproque n’a
pas de raison d’étre vraie.

3. Calculons le gradient de f

8z — 6z

ainsi (z,y) est un point critique de f si et seulement si

(422 — 3y) =0
—322+2y=0

ce qui équivaut a
z=0 { Y= %xQ
_ ou 28,2 _
{ y=20 —3z*+ 352 =0
ce qui équivaut a (z,y) = (0,0).
4. La matrice hessienne de f est

2472 — 6y —6x
Hf(:c,y)( —61 Y 2 >

Ainsi La matrice hessienne de f est

Hf<0,0>=<8 8)

qui admet 0 et 2 comme valeur propre. On ne peut pas conclure.
5. On a f(0,0) = 0, d’autre part pour tout réel « € R on a

f(z,az?) =2 (a —1)(a —2)

3 5 - x?
f(z,2z) = _Z<O

f(z,32%) = 22" >0

ainsi pour x # 0

si bien que dans tout disque centré en (0;0) on peut trouver un point pour lequel la valeur de
f est supérieur a f(0;0) et un un point pour lequel la valeur de f est inférieur & f(0;0). En
conséquences (0;0) n’est pas un extremum de f. Par suite, f n’admet pas d’extremum dans R2.



Exercice 111
On a

Qape(z,y) = az’®+bry+ cy?

b
= a(m2+my+cy2>
a a
b o 2, €2
= €T _— —_— —_—— j—
“ 2q" 42V TG
. b 2_|_4ac—b2 9
= alxz+ — _—
2q" da Y

Comme a > 0 et 4ac — b*> >0
e Si k < 0 alors la courbe de niveau est vide
e Si k =0 alors la courbe de niveau est constituée du point (0;0).

e Sinon k > 0 alors ¢q p.c(x,y) = 0 équivaut a

b \? 4dac— b
a(x—i—y) —i—LyQ:k
2a

ce qui équivaut a

ce qui équivaut a

k 4ac—b?
{ st
_ _ 4ac—b? _ _ |k _ 4ac=b%2,2
'T+2ay \/ 4a? y Oux+2ay a 10z Y

ce qui équivaut a

k dac—b2, 92 b _ [k _ 4ac—b2,2 b
y 2¢Y OU T = a 4a2 2qaY

a 4a2

4ak 4ak
ye |: \ 4ac—b2> 4ac—b2




