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Devoir 2

Corrigé

Exercice 1

1. Le point X satisfait
Vi e [[]-vm]]v gz(X) =b; (1)

et apparatient donc a I’ensemble des contraintes E si et seulement si

1,121 +a12T2 + -+ a1,pTy, = by
A2,1T1 + G2.2T2 + - -+ + A2 nTp = b2

Am, 121 + Am,2T2 + -+ Am,nTn = bm

Considérons la matrice A € M, (R) dont la composante a la ligne i et colonne j est le réel a; ;,
et le vecteur B € R” dont la i-éme composante est le réel b;. Le systeme ci-dessus équivaut a
AX = B, par suite

E={XeR"| AX =B}

2. Les formes linéaires g1, ..., g sont indépendantes, ainsi pour des réels Ai, ..., Ay, on al
m
> Xigi=0 = Vie[l,m], \i=0 (3)
i=1

Soit eq, ..., ey la base canonique de R", c’est-a-dire e; est le vecteur dont toutes les composantes

sont nulles sauf la j-éme qui est égale a 1. Ainsi g;(e;) = a; ;. L’équation (3) entraine

Vi e [1,n], (i Xigi(ej) =0 = Vie [l,m], \; = 0)

i=1
ainsi

Vi € [1,n], (Z Xig;; =0 = Vie[l,m], \; = ())
i=1

ce qui entraine 1’égalité vectorielle suivante :

m

Z/\i(ai,l,am,...,ai,n) = (0,...,0) = Vi€ ﬂl,m]], /\i =0
=1

ainsi la famille des vecteurs lignes
(a1,1,a1,2,,01.0)

(a2,1,a2:2,...,a2.1)

11’égalité de gauche est a prendre au sens des fonctions : VX € R™, i Xigi(X) =0



(am,la A 2y - - 7am,n)

est libre. Par suite, quitte & renuméroter les éléments,

ai,i e a1,m
Al =
am,1 Am,m
est inversible. Posons
arm+1 a1.n
Ay =
Am m+1 e Am.n

On a A = (A; Az) ainsi que A; € Moy, 5m(R) inversible, et Ay € Mo,y (n—m)(R).
3. En vertu de la question 1, on a X € F si et seulement si AX = B. Cela équivaut a
A1X1 + A2X2 =B

ce qui équivaut a A1 X; = B — A3 X5. En vertu de la question 2, la matrice A; est inversible,
I’équation précédente est équivalente a

X, = A7 (B — Ay X>)

Exercice II
1. Soit ¢ I'application d’éfinie par
p:R"™™ — R™

Xo — ATY(B - A)X>)
La matrice jacobienne de ¢ est constante, on a

Dp(X2) = AT Ay
Comme F(X3) = f(p(X2),X2) on a

VFE(X2) = "Dp(X2)Vif(p(X2), X2) + V2 f(p(X2), Xo)
On a 'Dp(X) = H(—A] Ag) = — PAx(TATY) = — TA5(TA) ™ dott
VF(X3) = —"A3("A1) T 'Vif(ATH(B — A2X2), X32) + Vaf (AT (B — A2 X>3), Xa)

2. Soit X € E, en vertu de la question 3 de l'exercice I, on a X; = AII(B — A3 X5) ainsi
f(X) = F(X3). Si X € E minimise f alors X5 minimise F' ce qui entraine VF(X3) = 0. La
question 1 donne alors

— A (PA) TV (AT (B — A2 Xa), Xo) + Va f(ATH(B — A2X5), Xa) =0 (4)

Posons
A=—("A)'Vif(ATH(B — A2 X5), X5)

ce vecteur appartient & R™. On a V1 f(X) = — YA A, c’est-a-dire
ViF(X) + PAIA =0 (5)

L’équation (4) donne
PAA + Vo f(X) =0 (6)

Les equations (5) et (6) donnent le systéme cherché.



3. Il résulte de la question 2 que

Vif(X) > ( PA )
A=0
( Vaf(X) * LA,
ce qui entraine Vf(z) + (A1 A2)A =0, c’est-a-dire Vf(X) + ‘AA = 0.

4. Notons (V)i la k-itme composante d'un vecteur V. Soit k € [1,n] alors

(VL(X, A = g—ka(X,A)
= %(X)+ 8?% (;N(%U@—bﬂ)

_or — , 9y
= G0+ A

= (VSO + D Nia
i=1

= (VFX)k + ("AN)
= (V/(X)+ "AA)

Soit k € [n+ 1,n + m], notons | = k — n alors

(VL(X, A = g’—flmm
= q(X)—b

Si X est un minimum de f sous les contraintes (1) alors (question 3) il existe A € R™ tel que
Vf(X)+ 'AA = 0 donc les n premieres composantes de VL(X,A) sont nulles. D’autre part
X satisfait les contraintes (1) donc pour tout [ € [1,m] on a g;(X) = b, ainsi les m derniéres
composantes de VL(X, A) sont nulles. Par suite

VL(X,A) =0

Exercice 111

1. Considérons la fonction ¢ définie dans l'exercice II. Notons D; et Do respectivement les
matrices jacobiennes par rapport aux m prmieres et n — m dernieres variables.

DVf(Xy) = D(="Ay("AT'Vif(p(Xa), X2) + Vaf(p(X2), X2))
= —"Ay( A1) TN (Dy Vif(o(X2), Xa)(—A7 M Ag) + Dy Vi f(9(X2), Xa) (— A7 T Ap)
+ Dy Vaf(p(Xa2), X2)(—A7 ' A2) + D2 Vo f (0(X2), X2)
= TAy("A1) T Hy f(X)AT As — TAx(PAr) T Hyg f(X) — Hop f(X)AT T As
+Hs ) f(X)



2. Ona

e = (5 (R i) ()

. ) —Hy f(X)A7 Agd + Hy 5 f(X)d
= ('— A7'Axd td)( _H;:f(X)Ai—lAidJrH;zf(X)d)

= HAT'Asd)Hy f(X)AT Agd — Y(ATTAsd) Hy o f(X)d
—dHy f(X)AT Asd + 'dHa s f(X)d

= fd("Ax("Ay) T Hyg f(X)AT Ay — PAx(PA) T Hap f(X)
—Hoy f(X)AT Az + Hap f(X))d

= 'dHF(X)d

D’autre part H g;(X) = 0 puisque 82257; (X) = 0 pour tout s et pour tout ¢ dans [1,n]. Ainsi

ty (H F(X) + i by Hgi(X)> y= '"dHF(X,)d

par suite H f(z) + " | \; Hg;(X) définie positive entraine? H F'(X5) définie positive.

3. Supposons que (X, A) soit un point critique de L alors X5 est un point critique de F. On a
Lxx(X,A) =Hf(X)+ Y \Hg(X)
i=1

si Lxx(X,A) est définie positive alors, en vertu de la question précédente, H f(X2) est définie
positive, donc F' admet un minimum. Ainsi le point X est un minimum de f sous les contraintes

(1).

211 convient de remarquer que la réciproque est fausse



