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Soit n et m deux entiers tels que n ≥ 2 et 1 ≤ m < n. Considérons

f : Rn → R
X = (x1, . . . , xn) 7→ f(x1, . . . , xn)

et m formes linéaires gi indépendantes, i ∈ J1,mK, données par

gi : Rn → R

X = (x1, . . . , xn) 7→ gi(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

ai,jxj

Les réels ai,j sont des constantes. On s’interesse au problème de minimisation de f sous la
contrainte

∀i ∈ J1,mK, gi(X) = bi (1)

où les réels bi sont des constantes. Le reste des notations sera introduit au fil des questions des
exercices I, II et III.

Exercice I

1. Montrer qu’il existe une matrice A ∈ Mm×n(R) et un vecteur B ∈ Rm tels que l’ensemble
des contraintes E soit donné par {X ∈ Rn | AX = B}.
2. Montrer qu’il existe une renumérotation ah hoc des xi, une matrice inversible A1∈Mm×m(R)
et une matrice A2 ∈Mm×(n−m)(R) tels que A = (A1 A2). Dans la suite du devoir on supposera
les xi renumérotés de cette manière ah hoc.

3. Notons X1 et X2 respectivement les m premières et n−m dernières composantes du vecteur
X, si bien que

X =
(

X1

X2

)
, X1 ∈ Rm, X2 ∈ Rn−m

Montrer que X ∈ E si et seulement si X1 = A−1
1 (B −A2X2).

Exercice II

1. Considérons l’application F d’éfinie par

F : Rn−m → R
X2 7→ f(A−1

1 (B −A2X2), X2)

Démontrer que

∇F (X2) = − tA2( tA1)−1∇1f(A−1
1 (B −A2X2), X2) +∇2f(A−1

1 (B −A2X2), X2)

où ∇1 et ∇2 représentent respectivement les gradients par rapport aux m premières et n − m
dernières variables.



2. Montrer que si X est un minimum de f sous les contraintes (1) alors il existe Λ ∈ Rm tel que
{ ∇1f(X) + tA1Λ = 0
∇2f(X) + tA2Λ = 0

3. En déduire que si X est un minimum de f sous les contraintes (1) alors

∇f(X) + tAΛ = 0

4. Soit L l’application définie par

L : Rn+m → R

(X, Λ) = (x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm) 7→ f(X) +
m∑

i=1

λi(gi(X)− bi)

Montrer que X est un minimum de f sous les contraintes (1) entraine

∃Λ ∈ Rm, ∇L(X, Λ) = 0 (2)

Exercice III

1. Notons

• H1,1 f(X) la sous-matrice m×m de H f(X) composée des termes en haut à gauche.

• H1,2 f(X) la sous-matrice m× (n−m) de H f(X) composée des termes en haut à droite.

• H2,1 f(X) la sous-matrice (n−m)×m de H f(X) composée des termes en bas à gauche.

• H2,2 f(X) la sous-matrice (n−m)× (n−m) de H f(X) composée des termes en bas à droite.

si bien que

H f(X) =
(

H1,1 f(X) H1,2 f(X)
H2,1 f(X) H2,2 f(X)

)

Montrer que

HF (X2) = tA2( tA1)−1 H1,1 f(X)A−1
1 A2− tA2( tA1)−1 H1,2 f(X)−H2,1 f(X)A−1

1 A2+H2,2 f(X)

2. Soit X ∈ Rn un minimum de f sous la contrainte (1) et Λ ∈ Rm provenant de (2). Considérons
d ∈ Rn−m quelconque et y ∈ Rn défini par

y =
( −A−1

1 A2d
d

)

Montrer que si H f(X) +
∑m

i=1 λi H gi(X) est définie positive alors H F (X2) est définie positive.

3. Considérons la fonction L définie dans la question 4 de l’exercice II et

LXX(X, Λ) =




∂2L
∂x2

1
· · · ∂2L

∂x1∂xn

...
...

∂2L
∂xn∂x1

· · · ∂2L
∂x2

n




Déduire des questions précédentes que si (X, Λ) est un point critique de L et que LXX(X, Λ) est
définie positive alors X est un minimum de f sous les contraintes (1).


