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Considérons l’application

q : R2 → R
(x, y) 7→ ax2 + bxy + cy2 (1)

où a, b, c sont trois réels non tous nuls.

Exercice I

Soit ft l’application définie sur R2 par

ft(x, y) = x2 + ty2

où t est un paramètre réel.

1. Déterminer l’équation de la courbe de niveau de f0 d’altitude k. On pourra discuter selon les
valeurs du réel k.

2. Supposons t > 0. Déterminer l’équation de la courbes de niveau de ft d’altitude k. On pourra
discuter selon k.

3. Même question pour t < 0.

4. Représenter les courbes de niveau de ft dans les cas t = 0, t > 0 et t < 0.

Exercice II

1. Montrer que q(x, y) peut s’écrire

q(x, y) = A(x + αy)2 + B(βx + y)2

avec A, B, α et β des réels que l’on exprimera en fonction de a, b et c de (1).

2. Quelle est l’interpretation géométrique du changement de variable
{

X = x + αy
Y = βx + y

3. On suppose A > 0 et B > 0, représenter les courbes de niveau de q. On pourra utiliser
l’exercice I.

4. Même question lorsque A > 0 et B < 0.

5. Même question lorsque A > 0 et B = 0.

6. Représenter les courbes de niveau de q dans tous les cas.



Exercice III

1. Montrer qu’il existe une matrice symétrique M telle que

q(x, y) =
t

(
x
y

)
M

(
x
y

)

Exprimer M en fonction de a, b et c de (1).

2. Calculer les valeurs propres λ1 et λ2 de M ainsi que les vecteurs propres associés v1 et v2. On
exprimera ces quantités en fonction de a, b et c.

3. Vérifier que le produit scalaire v1 · v2 est nul.

4. Soit v ∈ R2 un vecteur. Notons respectivement
(

x
y

)
et

(
X
Y

)

ses coordonnées dans la base canonique et dans la base (v1, v2). Montrer que

q(x, y) = λ1‖v1‖2X2 + λ2‖v2‖2Y 2

5. Représenter les courbes de niveau de q en discutant selon λ1 et λ2.

Exercice IV

1. Considérons les réels A et B définis dans la question 1 de l’exercice II. Donner une condition
sur ces trois réels pour que q admette un minimum.

2. Considérons les réels λ1 et λ2 définis dans la question 2 de l’exercice III. Donner une condition
sur ces deux réels pour que q admette un minimum.

3. Vérifiez que les conditions des questions 1 et 2 correspondent aux mêmes conditions sur les
réels a, b et c de (1).


