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Exercice I

1. On a

un =
1√

n2 + 2−
√

n2 + 1
=
√

n2 + 2 +
√

n2 + 1
(n2 + 2)− (n2 + 1)

=
√

n2 + 2 +
√

n2 + 1

or lim
√

n2 + 2 = +∞ et lim
√

n2 + 1 = +∞ donc lim un = +∞.

2. On a

un = n cos
(

1
n

)
− n =

cos 1
n − cos 0
1
n − 0

or lim 1
n = 0 et

lim
x→0

cos x− cos 0
x− 0

= cos′(0) = − sin 0 = 0

donc lim un = 0.

Exercice II

Soit ε > 0.

• Comme (un) converge vers l, il existe N1 ∈ N tel que n > N1 ⇒ |un − l| < ε
3 .

• Comme (vn) converge vers l′, il existe N2 ∈ N tel que n > N2 ⇒ |vn − l′| < ε
3 .

Soit N = max{N1, N2} et n > N alors

|wn − (l + 2l′)| = |(un − l) + 2(vn − l′)| ≤ |un − l|+ 2|vn − l′| = ε

3
+ 2

ε

3
= ε

donc ∀ε > 0, ∃N ∈ N, n > N ⇒ |wn − (l + 2l′)| < ε ainsi lim wn = l + 2l′.

Exercice III

Soit α un réel et vn = un + α alors

vn+1 = un+1 + α = aun + b + α = a(vn − α) + b + α = avn + α(1− a) + b

posons alors α = b
a−1 , il vient que (vn) est une suite géométrique de raison a et de premier terme

v0 ainsi vn = v0a
n donc

un + α = (u0 + α)an

donc

an =
(

u0 +
b

a− 1

)
an +

b

1− a



Exercice IV

La suite (un) converge, donc elle est de Cauchy. Soit ε = 1
5 , il existe un rang N ∈ N tel que pour

p et q des entiers avec q ≥ p ≥ N on a |uq − up| < ε. En particulier pour p = N il vient

uq ∈
]
uN − 1

5
, uN +

1
5

[
Il existe n0 ∈ N tel que uN = 1

n0
et alors

uq ∈
]

1
n0

− 1
5
,

1
n0

+
1
5

[
∩A5

or si (n1, n2) ∈ J1, 4K2 ⇒ | 1
n1
− 1

n2
| < 1

5 entraine n1 = n2. Ainsi uq = 1
n0

. On a démontré que pour
tout q ≥ N on a uq = 1

n0
donc (un) est constante à partir du terme d’indice N .

Ce résulat se généralise à un s ∈ N∗ quelconque. En remplacant 4 par s et 1
5 par 1

s+1 dans la
démonstration précédente.


