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Devoir 3

correction

Exercice 1

1. Soit U et V deux ouverts non vides tels que R C U UV alors U UV = R donc

UUVUR=R#{

2. TIln’existe pas d’ouverts U et V tels que UNQ # @ et VND # @. Or la proposition VX € (), P(X)
est vraie (c.f. CS102) donc ) est connexe.

3. Considérons A = {—1,1}. Soit U =] — 2,0[ et V =|0,2[, ces ensembles sont non vides et
vérifient

i) ACUUV
i) UNA#()
i) VOA#D
pourtant U NV N A= 0. Donc A n’est pas connexe.
4. Soit A = {a}. Tous les ouverts U et V tels que
ACUUV et UNA#Det VNA#D

vérifient a €U et a € V donc UNV N A # () donc A est connexe.

Exercice 11

1. Soit A un ensemble connexe et a et b deux éléments de A tels que a < b. Supposons que x
soit un élément de A tel que a < = < b et considérons U =] — oo,z et V =]z, +00[. Comme
UNVNA=0onaAgUNVouUNA=0ouVNA=1{. Les deux dernieres assertions étant
impossible, ona A ¢ UNV =R~ {z} donc z € A.

2. Le cas de l'intervalle A = () a été traité dans l'exercice précédent, soit donc A un ensemble
connexe non vide et z € A. Notons A = AN [z, ool et Ay = AN] — oo, z].

Si A} n’est pas majoré par M pour tout M > z, alors pour tout n € N, il existe y € A} tel que
y € A. En vertu de la question précédente [z,y] C A}, ainsi [z, +o0o[C A} donc A = [z, +00].

Si A} est majoré, soit M sa borne supérieure. Alors A} C [z, M] et pour tout n € N*| il existe
z € A} tel que 2 > M — 1. En vertu de la question précédente, [z,z] C Af. Ainsi [z, M[C Af.
Donc A} = [z, M| ou A} = [z, M].

On a montré que A est I'un des trois intervalles suivants : [z, +oc[, [z, M] ou [z, M]. De

maniere analogue A, est I'un des trois intervalles suivants : | — oo, z[, Jm, z[ ou A} = [m, z]. Donc
A=A, UAl est un intervalle de R.



Exercice III

1. Lesensembles X =UNAetY =V N A sont non vides, par hypothéses. Remarquons que
XUY=UnNAUWVNA=UUV)NA=A

Soit (uy,) une suite convergente d’éléments de X, notons [ sa limite. Comme X C A, la suite (uy,)

est également une suite d’éléments de A et comme A est fermé on al € A. Doncl € X oul €Y.

Supposons [ € Y alors [ € V. Comme V est un ouvert, il existe € > 0 tel que |l —¢,l +e[C V.
Mais comme limu,, = [, il existe un rang N a partir duquel w,, €]l —¢,l + €[ donc uy € Y donc
X NY # (. Contradiction.

En conséquence, | € X. Nous avons montré que toute suite convergente d’élements de X
converge vers X. Donc X est un fermé. De maniere analogue on prouve que Y est un fermé.

2. Soit A = [a,b]. Soit U et V deux ouverts non vides. Notons X = UNAetY =V NAet
supposons

i) AcUNV
i) X #0
i) Y #£ 0
Montrons par I’absurde que X NY # (. Supposons que XNY = (. Soit M = sup X, comme X est
un fermé on a M € X. Si M < b, comme U est ouvert, il existe ¢ > 0 tel que |M —e, M +¢[C U

et M +¢e < b. Mais alors M +¢ € A ce qui est absurde. Ainsi M > b donc M = b donc b = sup X.
De maniere analogue b =supY. Donc b€ X NY donc X NY # ) ce qui est absurde.

Conclusion : X NY # @ donc UNV N A # (0 donc A est connexe.

3. Soit U et V deux ouverts tels que A C UNV et ANUNV = (. Comme A; C A on a
A, cUNVet A,NUNV =0. La connexité de A; entraine UNA; =0 ou VN A; = 0. Par suite
UNA=0ouUNDB=0. Donc A est connexe.

4. Le cas des intervalles ), R et des singletons a déja été traité dans 'exercice I. Le cas des
intervalles [a, b] avec a < b a été traité & la question 2 de cet exercice.

Les intervalles Ja,b[ avec a <b: Ona

1

)

1
Jo, bl= Uien-[o — =, b+

11 s’agit de la réunion d’une famille croissante de connexes. Donc ]a, b[ est connexe. Il est & noter
que l'intervalle [a — %, b+ %] est vide lorsque 7 < ﬁ.

Les intervalles [a,b] avec a <b: On a
1
[aa b[: Uien~ [CL, b+ ;}
11 s’agit de la réunion d’une famille croissante de connexes. Donc [a, b[ est connexe.
Les intervalles ]a,b] avec a <b: On a
1
[aa b[: UiGN* [CL - 27 b}

Il s’agit de la réunion d’une famille croissante de connexes. Donc ]a, b] est connexe.



Les intervalles | —o00,b[: Ona
) 1
} ) b[: Uien~ [b - b— ;]
Il s’agit de la réunion d’une famille croissante de connexes. Donc | — 00, b] est connexe.
Les intervalles Ja,+oo[ : On a
1 )
la, +00[= Ujen+[a + ot i]
11 s’agit de la réunion d’une famille croissante de connexes. Donc ]a, +00[ est connexe.

Les intervalles | — 00,0 : Ona

| — 00,b] = Ujenx[b — 4, ]
1l s’agit de la réunion d’une famille croissante de connexes. Donc | — 0o, b] est connexe.
Les intervalles [a,+o0o[ : On a

[a, +00[= Uien+[a, a + 1]

11 s’agit de la réunion d’une famille croissante de connexes. Donc [a, +00[ est connexe.

Ainsi, tout intervalle de R est un ensemble connexe de R.



