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Corrigé

Exercice 1

On a 22 exp(dy — 2% — 42
_( 2zexpMy—z°—y
Vf(z,y) = < (4 —2y) exp(4y — 22— y2) )

le point (z,y) est un point critique de f si et seulement si V f(z,y) = 0 ¢’est-a-dire
2z exp(dy —x? —y?) =0
(4 2y)exp(dy — 2 —y*) =0

ce qui équivaut & z = 0 et y = 2. Déterminons la nature du point critique (0, 2).

o (—2+42%) exp(dy — 2? —y?)  —2z(4 — 2y)exp(dy — 2% — y?)
Hi@y) = ( —2a(4 - 2y) exp(dy — 2* —y*)  ((4 —2y)* — 2)exp(dy — 2% — 9?) )

ainsi [ “2exp(d) 0
H£(0,2) = ( 0 ’ —2exp(4) )

les valeurs propres sont négatives, le point critique est donc un maximum.

Exercice 11

1. Ona 3
4x° — 4x
Vf(l', y) - ( 2y )
ainsi (z,y) est un point critique de f si et seulement si
423 —4x =0
2y =10

ce qui équivaut a

z(z—1)(x+1)=0

y=0
ce qui équivaut a (z,y) € {(-1,0),(0,0),(1,0)}. La matrice hessienne de f en (z,y) est donnée
par

1222 -4 0
Hf(x,y) - ( 0 2 )

ainsi

Hf(-1,0) = Hf(1,0) = ( ?) g )

Les valeurs propres de cette matrice sont 8 et 2, donc strictement positives, donc (—1,0) et (1,0)

sont des minima.
H£(0,0) = 40
A 0 2

Les valeurs propres de cette matrice sont —4 et 2, donc (0,0) est un point selle.



2. Soit (z,y) € R? alors

(Jf,y) € CO

111

Considérons alors

g : [7\/57 \/5] - ]R
v 202 — o4 si >0
202 — 2% si <0

On a g(x) = 2v2 — 22. Il résulte de (2) que f(x,y) = 0 si et seulement si y = g(x) ou y = —g(x).
Par suite Cy est la réunion des courbes représentatives de g et de —g. La fonction g est dérivable

sur]f\/iﬁ[etona

2

/ ) =2 — 2 — '7;7
g () V2- 22
ainsi ¢’(0) = v/2 (et donc —¢’(0) = —/2). Les tangentes en (0,0) ont pour équations y = v/2z et
y = —v/2x, ce sont les lignes séparatrices de col.

3. Soit k > 0 alors

fay) =k <= y=k+1-("-1)?
y:\/k—l-l—(xQ—l ouy=—k+1—(22-1)2
A {k+1 (@2 —1)2>0
— y=vk+1—(22—1)2ouy=—\k+1—(22—1)2
|a:271|§\/k+1
— \/k‘—l—l—(xz—l ouy=—k+1-(z2—1)2
—VE+1<22<1+VE+1

Contrairement & la question 3 de lexercice IIT on a 1 — vk+ 1 < 0, ainsi ce dernier systeme
équivaut a

y—\/k+1—(:c2—1 ouy=—k+1— (22 —1)2
VI VEFLVI+VE+ )

4. Le gradient est orthogonal aux courbes de niveau. La courbe de niveau a une tangente
horizontale lorsque le gradient est vertical c’esta-dire lorsque 423 — 4z = 0 ce qui se produit
lorsque z = —1, x = 0 et x = 1. La courbe de niveau a une tangente verticale lorsque le gradient
est horizontal ce qui se produit lorsque y = 0.

5. Les résultats des questions précédentes permettent de tracer les courbes suivantes :



-2

Exercice 111

Soit n > 2. Considérons f et g deux fonctions définies de R™ dans R admettant un minimum en
X* e R™
1. Ona

o(fg) (X*) — g(X*)

of
ox ox
P = g (X)) + FXFLX) =

donc X* est un point critique de fg.

2. Soit X e R" et v = X — X*. Comme X* est un point critique, le développement limité de f
et g a lordre 2 est

F(X) = f(X*) + 5 "o H f(X*)v+o[[o]|*)

9(X) = g(X*) + 5 "vHg(X*)v +o([[v]]?)

ainsi

f9(X) = fF(X7)g(X™) + % o (g(X)VHF(X) + f(X) Hg(X™)) v+ o|v]*)
or la matrice g(X*)H f(X*) + f(X*)Hg(X*) peut ne pas étre définie positive si f(X*) < ou
9(X") <.

Cette remarque mene & la construction du contre-exemple suivant : f(z,y) = 22 + 4y — 2 et
g(z,y) = —2% — y? — 1. Ces deux fonction ont (0,0) comme comme extremum, en revanche leur
produit fg a un point selle en (0,0) puisque

w000 -(5 %)



