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Devoir 1

Corrigé

Exercice 1
1. Ona

3 _
Vi(z,y) = ( 4x % 493 )

ainsi (z,y) est un point critique de f si et seulement si

403 — 4z =0
2y =0

ce qui équivaut a

{ z(z—1)(x+1)=0
y=20

ce qui équivaut & (x,y) € {(-1,0),(0,0),(1,0)}.
2. La matrice hessienne de f en (z,y) est donnée par

2 _
H f(a.y) = ( 12950 4 (2) )

ainsi
L0 =10 = (1§ ) )

Les valeurs propres de cette matrice sont 8 et 2, donc strictement positives, donc (—1,0) et (1,0)

sont des minima.
H £(0,0) = 40
T 0 2

Les valeurs propres de cette matrice sont —4 et 2, donc (0,0) est un point selle.

Exercice 11

1. Soit (z,y) € R? alors

flz,y) =0 +—= y?=222—2*
— y=1+22%2 -2t ouy=—v222— 2t
22 —z* >0
y=+v2x2 -zt ouy=—v2x2—z*
< 1
{xe[—\/iﬁ] M)

Considérons alors
g:[-v2,vV2] — R
o V222 —2% si x>0
V22 — a4 si <0

Ona g(x) = —xv2 — 22. Il résulte de (1) que f(x,y) = 0 si et seulement siy = g(x) ouy = —g(z).
Par suite Cy est la réunion des courbes représentatives de g et de —g.



2. La fonction g est dérivable sur | — v/2,v/2[ et on a

2

J@) =2+

2 — 2

ainsi ¢/(0) = —v/2 (et donc —¢’(0) = v/2). Au voisinage (0,0) le graphe de g “ressemble” & la
droite d’équation y = g(0) + ¢’(0)x c’est-d-dire y = —v/2x. Le graphe de —g “ressemble” & la
droite d’équation y = v/2z.

3. Soit (z,y) € R? alors

1 4 2,2 1
T,Y) = —— <= -z —-22°4+y° =
769 = Tom0 Y~ o000
— {y_\/2x2_$4+10(1)00Ouy:_\/QxQ_x4+10(l)oo
22% — 2% + 555 2 0
Posons X = z? on a 22% —2* + 15555 10000 X2 42X + ks 10000 Le trindme du membre de droite a 120500001
iserimi / 10001 10001
comme discriminant et ses racines sont 1 + 5 2500 €6 1 — 51/ 900 - Ainsi 222 — 2t + 10000 >0

équivaut a || < /14 24/ L0% ce qui est toujours satisfait lorsque (z,y) € A. Par suite f(z,y) =

Toag et (z,y) € A équivaut a

y:\/2x2_f”4+wlwouy:_\/2x2_x4+wlm
(z,y) € A

on obtient le graphe suivant

0.015

0.005

—0/01 '~ 0.006 ' -0.002 0.0020.0040.0060.008 0.01

X

—0.005 -

D’autre part

]‘ 4 2 2 ]‘
= = -2 =
F@9) = ~15000 ToArty 10000

— 2 _ 4 _ _1 - _ 2 _ 44 _1
— {y—\/Qx L™~ 10000 OU Y = \/233 ™~ 10000

o ' 4 1
27 — 000 = 0

Posons X = 2% on a 22% — 2 — ;5hs = —X? 4+ 2X — 5t Le trinome du membre de droite a
9999 9999 9999 ; 5 ;
5500 comme discriminant et ses racines sont 1 + 5500 €t 1-3 5500° Contrairement a ce qui



_1
10000

1 /9999 9 1 /9999
R i P S By fiac
2V 2500 2V 2500

la condition ci dessus est satisfaite si et seulement si

1 /9999 1
U 1= 2/, —
2V 2500 100

0.01
\ 0.005 - /
-o001 0.006 ' —0.002 0.0020.0040.006p.008 0.01
/ —0.005 - \
—0.01

En ajoutant les deux courbes qui ressemblent a des droites, que 'on a trouvé a la question
précédente, on représente sur un méme graphe Co N A et les ensembles {(z,y) € R?, f(z,y) =

o5t NA et {(z,y) € R?, f(z,y) = — 15055} N A.

précéde, ces deux racines sont positives. Ainsi 222 — 24 4 > 0 équivaut a

1

Lorsque [z] < 155,

ainsi, on obtient le graphe suivant

0.015

0.005 -

A
A\

-0.01 0.006 —0.002 0.0020.0040.0060.008 0.01

X

—0.005 -

O

VZ

Exercice 111

Soit (z,y) € R? alors f(z,y) = k équivaut a 2* — 222 + y? = k ce qui équivaut a
(@ =1 +y* =k +1 (2)



1. Sik < —1 I"équation précédente n’a pas de solution donc Cy = 0.

2. Si k= —1 alors (2) équivaut a (22 — 1)2 + 4% = 0 ce qui équivaut & 22 = 1 et y = 0 c’est-2

dire (z,y) € {(-1,0),(1,0)}.

3. On suppose desormais que k €] — 1,0[ alors

flr,y) =k <= yY¥=k+1— (2> 1)

y:\/k—i-l—(xQ—l ouy=—k+1— (22 -1)2

— {k+1 x—1)>0

PN y=vk+1—(22—1)2ouy=—\k+1—(22—1)2
|22 — 1) < VEk+1

— y—\/k+1—(x2—1 ouy=— \/k—l—l— 2-1)2
0<1—-Vk+1<22<1+VEk+1

—

y—\/k:—i—l—(xQ—l) ouy— \/k+1—(:v2—1)
VI+VEFL V1= VE+ U VI - VEFLVI+VE+ ]

4. On obtient le graphe suivant avec une dizaine de valeurs de k différentes.

|
v

5. Lorsque e = 145 les ensembles C_1 .N(R™ xR) et C_14.N(RT xR) sont représentés ci-dessous

-2

0.1

FanIa

—1.08-1.06-1.04-1.02 -1 —0.98-0.96-0.94-0.92 —0.9 0.92 0.94 0.96 098 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1




Dans ce qui suit, considérons le demi-plan R™ x R car la situation est analogue dans le demi-
plan symmetrique. Posons X = 2(z — 1) de sorte que z = 1 + % et Y =y. Lorsque k = —1+¢
onaz € [—\/1+ e —/1—EU[\/1— e /1+E]. Comme vI+u—1=3u+o(u) il vient
que | X| < /e + o(y/€). Ainsi X proche de 0 lorsque ¢ est proche de 0. D’autre part f(z,y) =k
équivaut & (1+ ) —2(1+ 5)? + Y2 = k ce qui équivaut & X2 +Y? + O(X?) = k + 1. Comme
O(X3) = O(e?) alors que k + 1 = O(¢), la courbe “ressemble” & un cercle. Le changement de
variable z = 1 + % et Y = y correspond & une affinité orthogonale (dilatation) donc la courbe
“ressemble” & une ellipse.

Exercice IV

1. Soit & > 0 alors

y:\/kJrlf(fol ouy=—k+1—(22-1)2
— {k—H 1)2>0
— y:\/kJrlf(fol ouy=—k+1—(z2—1)2
|a:271|<\/k+
— \/k‘—l—l—(xz—l ouy=—k+1-(z2—1)2
—VE+1<a2?<1+VEk+1

Contrairement & la question 3 de lexercice IIT on a 1 — vk+ 1 < 0, ainsi ce dernier systeme
équivaut a

y—\/k+1—(:c2—1 ouy=—k+1— (22 —1)2
VI+VE+LVI+VET ]

2. Le gradient est orthogonal aux courbes de niveau. La courbe de niveau a une tangente
horizontale lorsque le gradient est vertical c’est-a-dire lorsque 4x® — 4x = 0 ce qui se produit
lorsque z = —1, x = 0 et x = 1. La courbe de niveau a une tangente verticale lorsque le gradient
est horizontal ce qui se produit lorsque y = 0. On obtient le graphe suivant pour quelques valeurs
de k

-2

fi




Courbes de Niveau de f

L’objet de ce devoir était de tracer les lignes de niveau de f. Elles sont présentées ci-apres

A titre d’illustration, voici le graphe de f




