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Exercice 1

1. Pour tout n € N considérons F,, = [n,+oo], alors F,, est non vide, il est fermé et il vérifie
Foy1 C F,. Soit F =N/ F,. Soit a € R alors pour n = E(a) + 1 on a a ¢ F,, donc a ¢ F. Ainsi
F=.

2. Pour tout n € N considérons B, =]0, n+r1]v alors B,, est non vide, il est borné et il vérifie

Bp+1 C B,. Soit B = ﬂ,tfan. Soit a € R alors :
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e Sinon a €]0,1] soit alors n = E(1) on a n#ﬂ < a donc a &€ B,, donc a € B.
Ainsi B = .

3. Pour n € N, comme K,, # (), considérons u,, € K.

La suite (u,)nen est une suite d’éléments de Ky qui est borné donc elle est elle-méme bornée.
Le théoreme de Bolzano-Weirestrass garantie 1’existence d’une valeur d’adhérence a.

Soit (vp)nen une suite extraite de (un)neny qui converge vers a. Cette suite est une suite
convergente d’éléments du fermé Ky, elle converge donc dans K par suite a € K.

Montrons maintenant que pour tout ¢ € Non a a € K;. Pour n > i on a v, € K;, la suite est
donc une suite convergente d’élements du fermé K;, ainsi sa limite a est dans K.

Donc Vi € N on a a € N5 K; par suite N5 K; # (.

Exercice 11

1. Soit (H,) I'hypothese : “Il existe des comptacts K1, ..., K, d’interieur non vides tels que
K, CKyet K, CIN(NL,0;).”

e 1IN0y est non vide puisque Oy est dense dans R et c’est un ouvert puisque c’est 'intersection
de deux ouverts. Ainsi il existe un intervalle ouvert |z — ¢,z + ¢[ inclus dans I N Ogy (pour
un certain « € I N Op et un certain € > 0.) Posons alors
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Pinterieur de Ky est non vide. Ainsi (Hp) est vraie.

e Supposons (H,,) vraie alors il existe des comptacts K7, ..., K,, d’interieur non vides tels que
K, C Ky et K, C IN(N,0;). Comme K, est d’interieur non vide il contient un intervalle
ouvert J. De maniere analogue a ce qui précéde J N O, 11 est non vide et ouvert, il contient
un intervalle ouvert |x — e,z + €[ inclus dans J N O,,41 (pour un certain € JN O,41 et un
certain ¢ > 0.) Posons alors
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Iinterieur de K, 41 est non vide. En outre K,y C J C K,, donc K, 11 C Ky et K,,4+1 C

IN(NyO;) N Opyy done Ky CIN (ﬁ?jolOi). Ainsi (H,11) est vraie.
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2. En vertu de la question 3 de l'exercice I, K = N XK, # 0 et K C 1IN (NL50;) donc
IN(NEY0;) # 0. Par suite ¥(z,y) € R? avec x < y on a |z, y[N(N;50;) # 0 done 3z € (NX0;)
tel que z < z < y donc (NE0;) est dense dans R.

Exercice I11

1. F est un fermé d’interieur vide équivaut a 1*2 = () équivaut & R~ 1*2 =Réquivaut a R FF =R
équivaut & Vo € R, Ve > 0 ]z — e,z + e[N(R\ F) # 0. Pour a et b deux réels notons z = %t
et e =b—aonalab=]r—¢ex+e¢[,ily a donc équivalence avec |a, b[ contient des éléments de
R\ F' c’est-a-dire R \\ F’ est dense dans R.

2. Soit (Oy)nen une famille d’ensembles fermés d’interieur vide indexée par N définie par O,, =
R\ F,,. Ces ensembles sont ouverts et dense dans R. Leur intersection est dense dans R en vertu
de I'exercice II. donc le complementaire de cette intersection est d’interieur vide donc U, F,, est
d’interieur vide.

3. Supposons que R est dénombrable alors il existe une application f bijective de N dans R.
Notons F, le singleton {f(n)}, ce fermé est d’interieur vide. La question précédente garanti que

UF20F, est d’interieur vide donc R = (), contradiction! Ainsi R n’est pas dénombrable.



