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Topologie

Exercice I

1. Montrer qu’il existe une famille d’ensembles fermés non vides (Fn)n∈N indexée par N avec
Fn+1 ⊂ Fn tels que

∩+∞
n=0Fn = ∅

2. Montrer qu’il existe une famille d’ensembles bornés non vides (Bn)n∈N indexée par N avec
Bn+1 ⊂ Bn tels que

∩+∞
n=0Bn = ∅

3. Montrer que pour toute famille d’ensembles fermés bornés non vides (Kn)n∈N indexée par N
avec Kn+1 ⊂ Kn on a

∩+∞
n=0Kn 6= ∅

Exercice II

Soit (On)n∈N une famille d’ensembles ouverts denses dans R indexée par N. Soit I un intervalle
ouvert non vide.

1. Montrer qu’il existe une famille d’ensembles compacts d’intérieur non vide (Kn)n∈N indexée
par N avec Kn+1 ⊂ Kn telle que

Kn ⊂ I ∩
(
∩+∞
i=0Oi

)
2. Montrer que ∩+∞

n=0On est dense dans R.

Exercice III

1. Montrer que le complémentaire d’un fermé d’interieur vide est dense dans R et que le complé-
mentaire d’un ouvert dense est un fermé d’interieur vide.

2. Soit (Fn)n∈N une famille d’ensembles fermés d’interieur vide indexée par N. Montrer que

∪+∞
n=0Fn

est d’interieur vide.

3. En déduire que R n’est pas dénombrable


