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correction
Exercice 1
1. Ona
us = 2c+b—2a
uy = bHc—4da
us = 10c—10a+b
ug = 2lc—20a
On donne uy = us = 0 et ug = —16. Le systeme (S) que doivent vérifier a, b et ¢ est alors le
suivant
-4 0
—-10 1 10
—-20 0 21
Notons _
-4 0 5 a 0
M=1| -10 1 10 s x=1| b et d= 0
-20 0 21 | c —16

Il s’agit de résoudre Mz = d. Procédons par éliminations sur la matrice augmentée M’ = [M d]

40 50
M=|-10 1 10 0
| 20 0 21 1

Le pivot est —4

0 0 -4 0 5 0
1o EM=| 01 -2 0
0 1 0 0 —4 -16

Le systeme (S) est alors équivalent au systéme triangulaire supérieur suivant :

-4 0 5 a 0
01 -5 b | = 0
00 —4 —16
ce qui équivaut a
—4a+5¢=0
b— %c =0
—4c = —16
ce qui équivaut a
a=2>5
=10
=4

L’ensemble des solutions du systéme (.5) est donc {(5;10;4)}, nous devons donc prendre a = 5,
b =10 et ¢ = 4 pour avoir uy = us = 0 et ug = —16.



D’autre part la matrice EM est triangulaire supérieure, notons la U, on a

-4 0 5
U= 01 -3
00 —4

comme EM =U ona M = E~'U, posons L = E~! on a

L=1| -

o~ O

0
0
1

TN

ona M =LU.
2. La donnée de uy, us et ug meéne a une systeme (S) dont le vecteur
a

z=1| b
c

est solution (Mxz = d). Or la matrice M du systéme est inversible, en effet elle admet 3 pivots :
—4, 1 et —4, ainsi (S) admet une solution unique. Donc les réels a, b et ¢ sont determinés de
manere unique pour toute donnée de uy, us et ug.

Exercice 11

1. Ona
Up41 2 1 =2 Uy,
Uy, =1 0 O Up—1
Unp—1 010 Un—2
On pose donc
2 1 -2
A=1]1 0 0
0 1 0

2. En appliquant la méthode de Gauss-Jordan on a

1/3 0 -1/3
Pl = /6 —1/2  1/3
—1/2 1/2 1
3. On effectue le calcul, il vient
2 00
P'AP={0 -1 0
0 01
4. Soit (H,) 'hypothese
A" = pp"p!

alors

e (H;) est vraie en vertu de la question 3.



e Supposons (H,,) vraie, alors A" = PD"P~! donc
A"t = pp"PtA=pPD"P'PDP ' = PD"DP ' = pD"t P!
donc (H,41) est vraie.
ainsi A = PD"P~1.

5. Soit (Hy) 'hypothese

2m 0 0
D" = 0o (=)™ o
0 0 1
alors
e (H) est vraie
e Supposons (H,) vraie, alors i
2n 0 0
Dr=1] 0 (-1 0
0 1]
donc ~
2m 0 0 2™ 0 0
D' =pp"=D| 0 (-1)" 0 |=| 0 (=)™ 0
0 0 1 0 0 1
donc (H,11) est vraie.
Ainsi on a étblit que
AL 0 0
Yn € N*, D" = 0 (-1)™ o0
0 0 1

donc
4/32" +1/6 (-1)" —1/2 1/2—1/2 (-1)" —4/32"+1/3 (-1)" +1
A" =PD"P~ ' = 2/32" —1/6 (-1)" —1/2 1/2+1/2 (-1)" -2/32" —1/3 (-1)" +1
/32" +1/6 (-1)" —1/2 1/2—1/2 (-1)" -1/32"+1/3 (-1)" +1

6. Pour tout entier n > 2 on a X,, = A" 2X,. Comme

et
4/32772 £ 1/6 (<1)"F = 1/2 1/2-1/2 (<1)"F —4/320 2 1/3 (<) 4 1
A2 =] 2/3272 —1/6 (—1)" 2 —1/2 1/2+41/2 (-1)"* —2/3272_-1/3 (-1)" *+1
/320724 1/6 (<1)" 7 = 1/2 1/2-1/2 (1) —1/3202 4 1/3 (-1)" 7 41
il vient
(4/3 2+ 1/6 (1) - 1/2> c+ (1/2 —1/2 (—1)”‘2) b+ (—4/3 972 1 1/3 (~1)" 2 + 1) a
Xo=| (2/32772=1/6 (1" 7 =1/2) e+ (1724 1/2 (<1)" ) b+ (=2/32772 = 1/3 (-1)" 4 1) a

(173272 +1/6 (~1)" 2 = 1/2) e+ (1/2 = 1/2 (<1)" ) b+ (<1/32 2 +1/3 (-1)" * +1) a



7. La premiere composante de X,, donne le terme général de (uy)n>0 pour n > 2. On a
up = (4/32"724+1/6 (-1)" —1/2) c+ (1/2 - 1/2 (=1)") b+ (-4/32" 2 +1/3 (-1)" + 1) a

Ce qui donne, pour n > 2

1 1 1 1 1 n o C—a_,
un—(a+§b—§c>+<§a—§b+ac>(—l) + 3 2

et cette formule est également vraie pour n € {0;1;2}.

8. Sic > a alors . )
1

2" —l=a— =b+ =
’3“ 2" T 6°

cC—a

Up =

lb 1
+ (a + 7 2(:)
or lim 2" = +o00 donc lim u,, = +oco.
Si ¢ < a alors de maniere analogue on a limu,, = —oco.
Enfin, si ¢ = a alors u,, = “T“’ + aT’b(—l)". Dans ce cas, si a = b on a u, = a et sa limite est
a et si a # b alors (u,),>0 n’a pas de limite.



