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Correction

Exercice 1
1. Ona N N N N
1 Tl 1-(3) 1
23" Z() =3 1-1 = (2>

dont la limite est 1 lorsque N tend vers +o00. Ainsi la série de terme général =

+oo 1
ne1 37 = L.

5+ est convergente

et on a

2. Sig =1 alors 2712721 q" = N dont la limite est +oo lorsque IV tend vers 4oco ainsi la série
diverge. Sinon g # 1, alors

N
1 —
n=1
Par suite, la série converge si et seulement si |¢| < 1.

3. Soit n € N*, pour tout « € [n,n+ 1] on a

1 1
< =
T n
ce qui implique les 5 lignes suivantes
Lt de < [ L de
fn+1 i de < 1
- n
N n+1 1 N 1
Zn:l fT]%/Jrl T dr < Z']nvzl n
1 1
f] T d S Z}{]:l ?
ll'l(N =+ 1) S Zn:l n

Or limpy_ 400 In(INV 4 1) = +00 donc la série diverge.
4.

e Supposons s > 0 (et différent de 1). Soit n € N*, pour tout = € [n,n+ 1] on a

1 1
CES flz) < —
ce qui implique les 6 lignes suivantes
L G < L f@yde < [ Lde
ot < T @de < &
25 vy S T U@ de < Y
n 1J\§n+1)b < f1NH f(z)dz < 22]:1 nL
Y S DT - S L
m_l‘i'zn:lﬁ < W_sil < Z’r]:]:l#



Si s > 1 alors I'inégalité de gauche donne la convegence de la série. Si s < 1 alors l'inégalité
de droite donne la divergence de la série.

e Supposons s < 0 alors pour tout n € N* on a ni =n"%>1 donc ZN L > ZN 1>N

n=1 ns = n=1
donc lorsque N tend vers +oo la série diverge.
Conclusion : la série converge si et seulement si s > 1.

5. Par définition de ¢, il résulte de la quesiton précédente que le domaine de définition est |1, +o0].

Exercice 11

. N L. . . .
1. Soit Sy = ), _;un. La série converge donc limy_ 4 Sy existe et on a imy_, 400 Sv =
limpy 400 Sy—1. Par suite limy o (Sy — Sy—1) = 0 donc limy _, 1 oo uy = 0.

2. La réciproque est fausse comme le montre le contre exemple de la question 3 de I'exercice 1.

Exercice I11

1.

a . Pour tout entier N > 1 on a
N N
dun <Y v
n=1 n=1

Si la série du membre de droite converge alors elle est bornée. Donc )" | u, est majoré.
N+1 N - .
Comme Y, — SN w, = uni1 > 0, la série est croissante.
En conséquence elle est convergente.

b . 1l s’agit de la contraposée de la question précédente.

c. Pourtout n e N*onan-+1<2n donc n+_1 > % La série de associée au membre de

droite est % Yo % dont on a montré la divergence dans la question 3 de l’exercice I. Ainsi, par
ce qui précéde la série de terme général %_H diverge également.

2.

a . Les suites (u,) et (v,) sont équivalentes en +oo équivaut a

L
lim—= =1
Un

donc il existe une suite de référence (wy,) tendant vers 0 tel que |3 — 1| < w,. Puisque w,, tend

Un
Un

vers 0, il existe un rang N a partir duquel w,, < % on a alors |
d’ou

-1/ < % ce qui implique ¥ < %

Un

3
Yn > N, u, < JUn (1)

On a également 1 < o= d’ou
n

1
VYn > N, JUn < Un (2)



Les inégalités (1) et (2) donnent

3
Yn >N, —v, <, < iv"
la question 1 permet de conclure.
2n—1
b . Cette suite est équivalente a # puisque lim "i“ = 1. Or la série de terme général #

3
S

converge selon la question 4 de I’exercice I.

3.

a. Ona

u
lim< e —L) =0
Un
donc il existe une suite de référence (w,) tendant vers 0 telle que

un+1
Un

Comme limw, =0 et que L < 1, il existe un rang N a partir duquel w,, < % Ce qui implique
les 3 lignes suivantes

<—+1L
Unp
Un 41 1+ L
Up 2
1+ L
Upt1 < B Un, (3)

Soit alors (Hj) 'hypothese de recurrence

1+ L\"
Unp S (+> unfp
2

on a
e (Hp) est vraie puisque u, < u,

e Supposons (Hp) vraie alors

1+ L\
Unp S (%) Up—p
mais (3) et p < N donnent alors

1+ I\’ 1+ 1L
un§ —2 - 9 Up—p—1

donc

1+L p+1
Up, < 2 Un—(p+1)

ce qui établit (Hpy1).



Nous avons donc établit que pour tout entier p < N

1+ L\’
Un, S (%) Up—p

donc pour p= N on a

1 L n—N

donc u, < Cg™ oug= (14 L)/2 € [0,1] et C est un réel positif indépendant de n. La question
2 de l'exercice I permet d’affirmer que la série de terme général ¢™ converge et la question 1 de
I’exercice III permet alors de conclure.

14L

b . De maniere analogue, il existe un rang N a partir duquel u, 41 > S~ Up. Par suite

Uy > Cq"
avec g = (1+L)/2 > 1 et C un réel positif indépendant de n. La question 2 de ’exercice I permet

d’affirmer que la série de terme général ¢ diverge et la question 1 de I'exercice III permet qlors
de conclure.

c . Les séries de terme général % et # donnent toutes les deux L = 1 pourtant la premiere
diverge et la seconde converge. Il n’y a donc pas d’espoir de conclure simplement & partir de L.

d. Ona
(n+1)2

i)y (n+1 S|
n? n n+1

nl

’ ya re re 2
donc L =0 < 1, en conséquence la série de terme général 7 converge.

4.

a. Ona
lim ({/u, — L) =0

donc il existe une suite de référence (w,,) tendant vers 0 telle que

|\n/un _L‘ S Wn,

Comme limw,, = 0 et que L < 1, il existe un rang N a partir duquel w,, < % Ce qui implique
que

n/un S #

1+ L\"

Soit ¢ = (1 + L)/2 € [0,1]. La question 2 de Pexercice I permet d’affirmer que la série de terme
général ¢" converge et la question 1 de ’exercice III permet alors de conclure.

ainsi



b. Ona
lim (/u, — L) =0

donc il existe une suite de référence (wy,) tendant vers 0 telle que

|\n/un *L‘ < wy,
1

Comme limw, =0 et que L > 1, il existe un rang N a partir duquel w,, < LT* Ce qui implique
que

1+L
> 1+4L

-2

1+ L\"
> ——

Soit ¢ = (1 + L)/2 > 1. La question 2 de l'exercice I permet d’affirmer que la série de terme
général ¢™ diverge et la question 1 de ’exercice III permet alors de conclure.

YU,

ainsi

n

c . En considérant 1 et L. On a ’\I/I = exp(LInn) et lim(XInn) = 0 donc L = 1. De

méme {/-5 = exp(-z Inn) et lim(# Inn) =0 donc L = 1. A nouveau, les séries de terme général

% et # donnent toutes les deux L = 1 pourtant la premiere diverge et la seconde converge. Il n’y
a donc pas d’espoir de conclure simplement & partir de L.

2 n+1 n_n+1
n2+2)  n242

dont la limite est L = 0 lorsque n tend vers +oo, ainsi la série associée converge.

d. Ona




